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Variable og sammenhaenge

Megen matematik beskeeftiger sig med sammenhzenge mellem forskellige
storrelser. Ser man f.eks. pa en cirkel, sa er der en sammenheeng mellem
dens radius og dens areal. Kerer man en tur i en taxa, er der en sam-
menhaeng mellem, hvor langt man kerer og den pris, man skal betale for
turen. Sadanne sammenhenge kan udtrykkes matematisk vha. formler og
ligninger.

Nar man udtrykker en sammenhzng som en formel, beskriver man de
storrelser, der indgar i sammenhengen (f.eks. radius eller areal), vha. vari-
able.

1.1 Variable

En variabel er - som navnet maske antyder — en storrelse, der varierer.' Det
er altsa en storrelse, som ikke har en fast veerdi. En variabel i matematik
betegnes altid med ét bogstav,” f.eks. x.

Arealet af en cirkel kan f.eks. bestemmes ved formlen
A=m-r?, (1.1)

hvor A betegner arealet, og r betegner radius. I dette eksempel er bade
A og r variable. Dvs. A og r har ikke nogen fast veerdi.> Men der er dog
en sammenhzeng mellem verdierne af de to variable — hvis man ser pa
en cirkel med en bestemt radius, sa har man ogsa et bestemt areal. Det er
denne sammenhaeng, der er udtrykt i formlen.

Nar der er ssmmenheng mellem to variable, betyder det, at hvis man eendrer
pa den ene variabel, sa bliver den anden ogsa automatisk eendret. Hvis man
f.eks. gor en cirkels radius sterre, sa bliver arealet ogsa sterre. I formlen (1.1)
kalder man r den uafhaengige variabel, mens A er den afhaengige variabel,
fordi dens veerdi atheenger af veerdien af r.

[ princippet kunne man lige sa godt have valgt at sige, at A er den uatheen-
gige variabel, og r er den atheengige — for hvis man endrer pa arealet af en
cirkel, sa eendrer man ogsa radius. Formlen (1.1) kan sa skrives om, sa den
i stedet ser saledes ud:
r=.—.
i

Men det er mere naturligt at veelge radius som den uathesengige variabel,
for hvis man skal tegne en cirkel, sa er det radius, man tegner ud fra - ikke
arealet.

1En storrelse, der ikke varierer, men har én
fast veerdi, kaldes en konstant.

?] denne sammenheng er det vigtigt at po-
intere, at der i matematik er forskel pa store
og sma bogstaver — x og X er altsa to for-
skellige variable.

3Tallet © har derimod en fast veerdi, sa det
er ikke en variabel, men en konstant



Tabel 1.1: Sammenhengen mellem pris og

forbrug af gas.

Forbrug (m?)
10
20
30
40
50
60

Pris (kr.)
1010,10
1082,70
1155,30
1227,90
1300,50
1373,10

6 Variable og sammenhzenge

I mange tilfzelde giver det derfor mest mening at lade en bestemt variabel
veere den uafthengige. Andre eksempler kunne veere:

« Hvis man beregner lufttrykket p i forskellige hojder h pa et bjerg,
sa er h den uathengige variabel. Man kan nemlig endre hgjden
ved at vandre op og ned ad bjerget, og lufttrykket sendrer sig sa i
takt med hejden. Det virker derimod meerkeligt, hvis man beskriver
situationen ved at sige, at man kan endre pa lufttrykket, og det forer
sa til at man kommer til at sta i forskellige hojder.

« Indbyggertallet N i en by endrer sig typisk med tiden ¢ (malt i
ar). Her vil t veere den uatheengige variabel. Det skyldes, at det er
indbyggertallet der eendrer sig, fordi tiden gar — og ikke arstallet som
eendrer sig, fordi indbyggertallet gor.

1.2 Repraesentation

Sammenhange mellem variable kan vises pa flere forskellige mader. Man
kan vise

« en tabel, hvor sammenhgrende veerdier af to (eller flere) variable
vises side om side,

+ en model, som er en formel eller en ligning, der beskriver sammen-
heengen, eller

« en graf, som kan vise hvordan verdien af en variabel atheenger af en
anden.

Her gennemgas tabeller og modeller gennem et par eksempler. Den grafiske
repreesentation gennemgas i et senere afsnit.

Eksempel 1.1 »Hvis man er tilsluttet bygas-forsyningen betaler man
937,50 kr. om aret i abonnement og 7,26 kr. pr. m> gas, der bliver brugt.«

Denne sammenheng kan beskrives i en tabel, hvor man viser prisen for
forskellige forbrug af gas, se tabel 1.1.

Men man kan ogsa opstille en matematisk model, nemlig
P=726-V +93750,

hvor P er den pris, man skal betale om aret, og V er det forbrugte antal m3
gas.

Har man en tabel, kan man i princippet kun udtale sig om de veerdier,
der er i tabellen. En model gor det derimod muligt at beregne alle mulige
sammenhgrende veerdier af variablene. Ser man pa tabellen fra eksempel 1.1,
sa kan man kun udtale sig om prisen, hvis forbruget har en helt bestemt
storrelse. Modellen gor det derimod muligt at beregne prisen for et hvilket
som helst forbrug.

Fordi en tabel kun indeholder en begreenset meengde data, sa kan man

ikke altid omseette en tabel direkte til en model. Hvis man har en teoretisk

beskrivelse af sammenhzngen (f.eks. abonnement og pris pr. m?, som
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i eksempel 1.1), sa kan man skrive en model op og sammenligne med
tabellen.

Hvis man ikke kender en teoretisk sammenhang, sa bliver man nedt til at
analysere sine data for at finde frem til en model, der passer. Det findes der
forskellige metoder til, én af disse er beskrevet i kapitel 3.

Eksempel 1.2 I et eksperiment har man ladet en sten falde fra en stor
hejde og malt, hvor langt stenen er faldet efter bestemte tidsrum. Disse
maleresultater kan ses i tabel 1.2.

En matematisk analyse af disse data viser, at ssmmenheengen kan beskrives
ved modellen

s=491-1%,

hvor ¢t er den forbrugte tid (i sekunder), og s er den tilbagelagte streekning
(i meter).*

Bemeerk i gvrigt, at i modellen fra eksempel 1.2 er tiden den uathaengige
variabel, mens streekningen er den atheengige. Det skyldes, at stenen til-
bageleegger en storre og sterre streekning, efterhanden som tiden gar. Det
er derimod ikke sadan, at man kan @ndre pa stenens faldhgjde og derved
skrue tiden frem og tilbage.

1.3 Grafisk repraesentation

Hvis man har to variable, der atheenger af hinanden, er det muligt at tegne
et billede, der illustrerer sammenhangen. Et sadant billede kaldes en graf;,
og den tegnes i et koordinatsystem.

Koordinatsystemer

Et koordinatsystem kan forstas som en slags net, der leegges ud over planen,
og som man bruger til at beskrive, hvor punkter befinder sig.

Man starter med at tegne to akser, forste- og andenaksen (ofte kaldet x-
og y-aksen), der star vinkelret pa hinanden. De to akser er tallinjer, der
skeerer hinanden i deres nulpunkter, jf. figur 1.3. Skeeringspunktet mellem
de to akser kaldes origo.

Et punkt i et koordinatsystem befinder sig altid lodret ud for et tal pa
forsteaksen og vandret ud for et tal pa andenaksen. Disse to veerdier kaldes
punktets forste- og andenkoordinat. Et punkt bestar altsa af et sakaldt koor-
dinatszet (x; y), der forteeller, hvor punktet befinder sig i koordinatsystemet
(se figur 1.3). Origo har f.eks. koordinaterne (0; 0).

Fra tabeller til grafer

En tabel kan indtegnes i et koordinatsystem som en raekke punkter ved at
lade forstekoordinaten svare til den uathaengige variabel og andenkoordi-
naten svare til den tilherende veerdi af den atheengige variabel.

Tabel 1.2: Sammenheengen mellem faldtid
t og streekning s for en faldende sten.

t(s) s(m)
0 0
1 491
2 19,64
3 44,19
4 78,56

“Denne sammenheng blev fundet eksperi-
mentelt af Galileo Galilei i slutningen af
1500-tallet.[3]

]
A(2;4)
4
B(-3;2)
1 nE
; > (1)
-3 1 2 4
-2
C(4;-2)

Figur 1.3: De tre punkter A(2;4), B(-3;2)
og C(4;-2) indtegnet i et koordinatsystem.



Figur 1.4: Data fra tabel 1.1 og 1.2 indsat i
hver deres koordinatsystem.

Begge afbildninger tyder pa, at der er en
peen sammenheeng - punkterne i det forste
koordinatsystem ser ud til at ligge pa en
ret linje, mens de i det sidste ligger pa en
krummende kurve.

Figur 1.5: Grafer over de to modeller fra
eksempel 1.1 og 1.2.

8 Variable og sammenhzenge

P (kr.) s (m)
y °
S
1200 I g0l I
1000 @
800 | 6ot
600 | 40 | *
400 20 | I\
200+ °
- ¢
— - V() 1 2 3 4 ©)
10 20 30 40 50 60
(a) Forbrug og pris. (b) Tid og streekning.

Eksempel 1.3 Tabellerne fra eksempel 1.1 og 1.2 viser sammenheengene
mellem hhv. gasforbrug og pris, og tid og tilbagelagt streekning. Tallene fra
tabel 1.1 kan omskrives til en reekke punkter:

(10;1010,10) , (20;1082,70), (30;1155,30),
(40;1227,90) , (50;1300,50), (60;1373,10),

hvor ferstekoordinaten er forbruget, og andenkoordinaten er prisen. Disse
punkter kan derefter indseettes i et koordinatsystem, se figur 1.4(a).

Pa samme made kan tabel 1.2 oversettes til koordinater, og punkterne
indseettes i et koordinatsystem. Det giver billedet pa figur 1.4(b).

I det forste koordinatsystem (figur 1.4(a)) ser punkterne ud til at ligge pa
en ret linje. Det er ikke tilfeeldet i det andet koordinatsystem (figur 1.4(b)),
men punkterne ser dog ud til at ligge pa en peen kurve. Det kunne derfor i
begge tilfzelde se ud som om, der er en simpel model, der ligger bag de to
afbildninger.

De modeller, der ligger bag de to afbildninger pa figur 1.4 er beskrevet i
eksempel 1.1 og 1.2. De to modeller kan beskrives som grafer, se figur 1.5.
Selve modellerne er de to ligninger

P=726-V+937,50 og s=491-t".

P (k) s (m)
] )
1200 50|
1000 + P=7.26-V+937,50
1 _ )
5001 60 §=491-t
600 + 40 |
400 | 20|
200+
. . : — £ (s)
————— V(m% 1 9 3 4
10 20 30 40 50 60

(a) Forbrug og pris. (b) Tid og streekning.



1.3 Grafisk repraesentation 9

Graferne bestar sa af alle de punkter, hvor faerste- og andenkoordinaten
tilsammen passer ind i den tilherende ligning.

En graf er altsa en billedlig beskrivelse af en ligning, der indeholder to vari-
able. I princippet indeholder grafen og ligningen de samme informationer.

Eksempel 1.4 Ligningen y = 5 - x* beskriver en kurve i et koordinatsy-
stem, se figur 1.6. Pa figuren kan man se, at punktet (1;4) ligger pa grafen.
Det kan man ogsa se af ligningen, idet man kan indsette x = 1 og fa

y=5-1"=4.

Man kan ogsa bruge grafen til at lese ligningen 5 - x* = 1. Dette svarer
nemlig til at seette y = 1 og finde de tilherende veerdier af x. Som man kan

se pa figuren, er der to punkter med y = 1. Dvs. e 11 &)

5-x2=1 = X=-2vVvx=2.

Det kunne man ogsa have fundet ud af ved at lgse ligningen algebraisk.

Figur 1.6: Grafen for y = 5 - x%.
Mere generelle kurver

I de ligninger, der ind til nu er blevet preesenteret, star den atheengige
variabel isoleret pa venstre side:

(2)
P=726-V+93750, s=491-t* og y=5-x>. ‘

I princippet kan man sagtens forestille sig ligninger, hvor det ikke er klart,
hvad der skal kaldes uatheengig og atheengig variabel, f.eks.

x-y=2 eller y*-x=3. 1 > (1)

Disse ligninger kan ogsa omsettes til kurver i et koordinatsystem. Kurverne
vil sa besta af de punkter, der passer ind i ligningerne.

Eksempel 1.5 De punkter, der ligger pa kurven x - y = 2 er de punkter,

hvor produktet af forste- og andenkoordinaterne giver 2. F.eks. ) .
Figur 1.7: Kurven med ligningen x - y = 2.

(1;2), (-2;-1) og (405).

Tegner man kurven far man billedet pa figur 1.7. (2)
A

Der er i gvrigt ingen punkter pa kurven med forstekoordinat 0. Det skyldes,

at seetter man x = 0 far man ligningen /

0.y:2, /’
\ ; > (1)

som ingen lgsninger har. Af samme grund findes der heller ingen punkter 1

pa kurven med andenkoordinat 0. \

Eksempel 1.6 Kurven med ligningen y - x = 3 kan ses pa figur 1.8.

Denne kurve er ikke en graf. Det skyldes, at der findes forskellige punkter
pa kurven med samme forstekoordinat, f.eks. (1;2) og (1;-2). For at at
kurve kan kaldes en graf, ma dette ikke veere tilfeeldet.

Figur 1.8: Kurven med ligningen y* - x = 3.



Input Output

Figur 1.9: Funktionen »set tallet i anden,
og treek det fra fem«.
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1.4 Funktioner

En funktion i matematik er en form for regneoperation. Man kan beskrive
en funktion som en slags maskine, der til ethvert input giver et bestemt
output — dvs. en funktion er en sammenheaeng mellem tal.

Pa figur 1.9 er det vist, hvordan funktionen »set tallet i anden, og treek det
fra fem« opferer sig. Man kan se hvilket output man far for 4 forskellige
tal. Som man kan se, kan forskellige tal godt give det samme output — men
omvendt er det ikke tilladt at det samme input kan give forskellige output.

Fordi det er besveerligt at beskrive funktioner pa denne made, har man
fundet pa en matematisk notation, der ger det nemmere. Funktionen selv
betegnes med et bogstav, f.eks. f. I stedet for »seet tallet i anden, og traek
det fra fem«, kan man altsa skrive f. Bogstavet f indeholder i sig selv ingen
information om, hvad funktionen f ger. Hvis man vil forklare det, kan man
skrive en sakaldt forskrift op:

f(x)=5-x%.

Denne notation betyder, at hvis man sender et tal (x) gennem funktionen
f, bliver der gjort det ved tallet, som er beskrevet pa hgjre side. f(x) leeses
»f af x«, og parentesen skal altsa ikke forstas som en regneparentes, men
en angivelse af, at det er tallet x som sendes gennem funktionen f. Det tal
man far ud af regneoperationen kaldes funktionsvaerdien.

Eksempel 1.7 Her ses pa funktionen f(x) = x% - 3.
Funktionsveerdierne f(-1) og f(4) beregnes saledes:

f(-1)=(-1)*-3=1-3=-2
f(4)=4*-3=16-3=13.

Det er her vigtigt at bemeerke, at x’et i funktionsudtrykket f(x) egentlig
bare er en »pladsholder<, dvs. det viser, hvor man skal erstatte med tal, nar
man beregner en funktionsverdi. Faktisk kan man ikke kun seette tal ind pa
x’ets plads, man kan ogsa sette andre variable ind - eller hele regneudtryk.

Eksempel 1.8 Her ses igen pa funktionen f(x) = x? - 3. Men nu beregnes
f(t) og f(x - 1), dvs. man skal seette hhv. t og x — 1 ind i stedet for x:

f@t)=1"-3
fx-1)=(x-12*-3=x*+1"-2-x-1-3=x*-2x-2.

Hvis man sender et variabeludtryk gennem en funktion, far man altsa et
variabeludtryk ud igen.

Hvis man vil have et overblik over, hvordan en funktion opfarer sig, kan
det veere nyttigt at tegne dens graf.

Eksempel 1.9 Her ses pa en funktion

flx)=3-vx+2.
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Grafen for funktionen er det samme som grafen for ligningen y = f(x),

dvs.
y=3-+x+2,
og den kan ses pa figur 1.10.

Som det kan ses pa figuren gar funktionens graf igennem punktet (2; 6),
dvs.

f@)=6.

Dette kunne man ogsa have regnet ud ved at indsette 2 i funktionen f:
f@)=3-J2+2=3-V4=3.2=56.

Men det kan altsa ogsa afleeses direkte pa grafen.

Hvis man omvendt kender funktionsveerdien, kan man finde ud af, hvilken
veerdi af den vatheengige variabel, der giver denne funktionsveerdi. Dette
kan gores ved afleesning, men problemet kan ogsa lases ved udregning,
som i folgende eksempel.

Eksempel 1.10 Hvornar antager funktionen g(x) = 2x + 1 veerdien 17?

Svaret pa dette spgrgsmal finder man frem til ved at lose ligningen g(x) = 17.
Det gores pa folgende made:

gx)=17 <=
2x+1=17 =
2x =16 =

x=8.

Svaret pa sporgsmalet er altsa, at g(x) = 17, nar x = 8.

Definitions- og verdimeengde

Funktionen i eksempel 1.9, f(x) = 3 vx + 2, kan ikke anvende alle veerdier
af x som input. Prever man f.eks. at beregne f(-5) far man

f(-5)=3-V-5+2=3- -3,

men da man ikke kan tage kvadratroden af negative tal, sa giver dette ingen
mening. Denne funktionsveerdi eksisterer derfor ikke.

Ser man pa grafen for denne funktion (figur 1.10), kan man se, at grafen forst
starter ved x = -2. Det skyldes, at funktionsudtrykket kun giver mening
for tal sterre end eller lig med —2. Man siger her, at definitionsmaengden
for f bestar af alle de tal, som er storre end eller lig med -2. Hvis man vil
understrege dette, kan man skrive det efter forskriften pa denne made:

fx)=3-Vx+2, x=-2.

Nogle gange angiver man en definitionsmaengde, som bestar af feerre tal
end de tal der rent faktisk kan seettes ind i funktionen. Det kan f.eks. veere
fordi funktionen er udtryk for en matematisk model, hvor man kun vil se
pa bestemte tal.

(2;6

(1)

1 2

Figur 1.10: Grafen for f(x) =3 - Jx + 2.



>Af og til kalder man ogsa ligefrem propor-
tionalitet for direkte proportionalitet.

12 Variable og sammenhzenge

Eksempel 1.11 Befolkningstallet i en by i arene 2000-2017 kan modelleres
vha. funktionen

b(t)=24-t+5309, 0s<t<17,

hvor t er antal ar efter ar 2000.

Her viser 0 < t < 17, at definitionsmeengden er tallene fra 0 til 17. Dette
skyldes at modellen kun gelder inden for disse arstal. Sa selv om man
sagtens kan satte andre veerdier (f.eks. —10 eller 123) ind pa t’s plads, sa er
det ikke tilladt i denne situation.

Tegner man grafen, sa skal den derfor forst starte ud for ¢ = 0, og den skal
slutte ud for ¢ = 17.

Ser man igen pa funktionen
fx)=3-Vvx+2, x=2-2,

kan man se, at funktionsverdierne aldrig bliver negative. Det skyldes, at
kvadratroden altid vil give et positivt tal. Derfor ligger grafen pa figur 1.10
over forsteaksen. De tal, som man kan fa som funktionsverdier, kaldes
vaerdimaengden af en funktion. I dette tilfeelde er veerdimeengden for f de
positive tal.

Ser man pa grafen, sa bestar definitionsmeengden af alle de tal pa for-
steaksen, som grafen deekker. Veerdimeengden bestar sa af alle de tal pa
andenaksen, som grafen deekker.

1.5 Proportionalitet

En af de typer af sammenheenge, der kan veere mellem variable, er propor-
tionalitet. Det defineres pa folgende made.

Definition 1.12: Proportionalitet

Hvis man lader k veere en konstant (k # 0) har man:

1. yer ligefrem proportional med x betyder, at y = k - x.

2. y er omvendt proportional med x betyder, at y = f

Konstanten k kaldes proportionalitetskonstanten.

Nar man taler om ligefrem proportionalitet, udelader man ofte ordet »lige-
frem«. Hvis der i en tekst star »y er proportional med x«, menes der altsa
> ...ligefrem proportional med ... <.’

Hvis man bytter lidt rundt pa formlerne i definition 1.12 kan de to propor-
tionalitetsformer ogsa udtrykkes pa denne made:

1. y er ligefrem proportional med x, hvis 2 = k.

2. y er omvendt proportional med x, hvis y - x = k.
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Desuden kan man se, athvis y = k-x, er x = % -y.Dvs. at hvis y er ligefrem

proportional med x (med proportionalitetskonstant k) er x ogsa ligefrem
proportional med y (med proportionalitetskonstant %)

For omvendt proportionalitet har man, at hvis y = % geelder ogsa x = %
Dvs. hvis y er omvendt proportional med x, er x ogsa omvendt proportional
med y (med den samme proportionalitetskonstant).

Eksempel 1.13 Har man et mobiltelefonabonnement med fri SMS, hvor
man kun betaler for opkald, og minutprisen er 0,70 kr., vil den samlede
udgift veere ligefrem proportional med antallet af talte minutter.

Kalder man udgiften for U og antallet af talte minutter for M har man
nemlig:
U=070-M.

Her er proportionalitetskonstanten 0,70.

Eksempel 1.14 Hvis man kerer fra Odense til Kebenhavn (en straekning
pa ca. 160 km), vil rejsetiden veere omvendt proportional med hastigheden,
man kerer med.

Huvis tiden ¢ males i timer og hastigheden v males i kilometer pr. time, vil
proportionalitetskonstanten veere 160, og man far

_ 160
=

t

Af denne sammenheeng ses det (som man skulle forvente), at hvis man
keorer 80 km/h tager det 2 timer at kere fra Odense til Kebenhavn, og hvis
man kerer 160 km/h, tager det kun 1 time.

Eksempel 1.15 »T er proportional med kvadratet pa p og omvendt pro-
portional med s.«

Denne sammenhaeng kan under ét udtrykkes som

2
T-k- 2
S

hvor k er proportionalitetskonstanten. ¢

1.6 Skeeringspunkter

Hvis man analyserer grafen for en funktion, kan der veere flere punkter,
det er interessant at kigge pa. F.eks. kunne det veere interessant at se pa,
hvor grafen skeerer koordinatsystemets akser.

Pa forsteaksen er alle andenkoordinaterne 0. Hvis grafen skeerer forsteak-
sen, svarer det altsa til, at funktionsveerdien er 0. Veerdien af forstekoor-
dinaten i dette skeeringspunkt kan man derfor finde ved at lgse ligningen
f(x) = 0. Pa andenaksen er det sadan at alle forstekoordinaterne er 0.
Grafens skeeringspunkt med andenaksen er altsa funktionsveerdien, der
svarer til forstekoordinaten 0, dvs. f(0).

*Bemeerk her, at »kvadratet pa p« altsa be-
tyder p?.
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Figur 1.11: Skeeringspunktet for graferne
for de to funktioner f(x) = x - 5 og g(x) =
=2x + 1.

14 Variable og sammenhzenge

Eksempel 1.16 Funktionen f har forskriften
f(x)=-3x+12.
Skeeringen med forsteaksen kan sa findes ved at lose
f(x)=0 = -3x+12=0 = x=4.
Dvs. grafen skeerer forsteaksen i (4; 0).
Skeeringen med andenaksen er i
y=f0)=-3-0+12=12,
dvs. grafen skeerer andenaksen i (0; 12).
Hvis man tegner graferne for to forskellige funktioner, er det ogsa muligt,
at de to grafer skeerer hinanden. Man kan sa finde skeeringspunktet ved at

lgse den ligning, der fremkommer ved at seette de to funktionsudtryk lig
hinanden.

Dette skyldes, at der hvor graferne skeerer hinanden, ma bade funktionsveer-
dien og den uatheengige variabel have samme veerdi for begge funktioner.

Fremgangsmaden illustreres nemmest ved et eksempel.
Eksempel 1.17 De to funktioner

f(x)=x-5 og glx)=-2x+1
har grafer, der skeerer hinanden (se figur 1.11).

Koordinaterne til skeeringspunktet bestemmer man ved at lose ligningen
f(x) = g(x), hvorved man far

x-5=-2x+1 <
3x=6 =
x=2.
Nu er forstekoordinaten x bestemt. For at finde punktet, skal man ogsa

kende andenkoordinaten y. Den bestemmes ved at seette den fundne for-
stekoordinat ind i ét af funktionsudtrykkene

y=f(5)=2-5=-3.

De to grafer skeerer altsa hinanden i (2;-3), som det ogsa fremgar af fi-
gur 1.11.

Grafisk lesning af ligninger

Man kan finde skeeringspunkter mellem grafer ved at lese en ligning. Om-
vendt kan man ogsa lese en ligning ved at afleese skeeringspunkter.

Har man en ligning, kan man nemlig opfatte venstre og hajre side som to
funktionsudtryk. Der hvor de to er lig hinanden (dvs. der hvor graferne
skeerer hinanden), finder man ligningens lesning(er).
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Eksempel 1.18 Ligningen
x* -3 =-2x
kan lgses ved at tegne graferne for

y=x2—3 og

Pa figur 1.12 kan man se, at de to grafer skeerer hinanden i (-3; 6) og (1; -2).

Ligningen har derfor de to lgsninger

x=-3 v

y=-2x.

15

(=36)

| - (1)
1
(1;-2)

Figur 1.12: Losningen til x* - 3 = -2x kan
afleeses som forstekoordinaten til skeerings-
punkterne.

1.7 Ovelser

Ovelse 1.1

Herunder er angivet en reekke begreber, der er helt cen-
trale nar man skal beskrive sammenhaenge ved hjelp af
matematik. Forklar hvad hvert af begreberne betyder.

a) Uatheengig variabel
b) Aftheengig variabel
¢) Konstant

Ovelse 1.2
Sammenheengen mellem en cirkels areal A og dens radi-
us r er givet ved folgende udtryk

A=m-r*.

a) Angiv hvilke storrelser der er variable og hvilke
der er konstante.

b) Hvilken variabel er den uafheengige variabel i

udtrykket?
c) Hvilken variabel er den afhaengige variabel i
udtrykket?
Ovelse 1.3

En sammenheng mellem to variable x og y er givet ved

udtrykket
10

1+x

y:

a) Udfyld en tabel med sammenhgrende veerdier for
x- og y-veerdier.
b) Skitser en graf pa baggrund af tabellen.

c) Tegn grafen vha. et CAS-veerktej, og sammenlign
med din skitse.

d) Forklar den grafiske betydning af konstanten 10.

Ovelse 1.4
En sammenheng mellem to variable ¢ og P er givet ved
udtrykket

15

1+t

+20.

a) Udfyld en tabel med sammenherende veerdier for
t- og P-veerdier.

b) Skitser en graf pa baggrund af tabellen.

c) Tegn grafen vha. et CAS-veerktej, og sammenlign
med din skitse.

d) Forklar den grafiske betydning af konstanterne
15 og 20.

Ovelse 1.5
En funktion har forskriften f(x) = 3x - 14.

a) Bestem funktionsveerdien for x = 2 og x = 10.

b) Bestem for hvilken x-veerdi funktionsveerdien er
78.

Ovelse 1.6
En funktion har forskriften

X

glx) = P

a) Beregn g(1)
b) Beregn g(-2).

c) Lesligningen g(x) = 2.
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Ovelse 1.7
I definitionen af en funktion kreeves, at man til enhver
veerdi af x kan finde preecis én dertil svarende veerdi af

y.

Hvilke af disse kan betragtes som funktioner?

a) Til ethvert tal x lader man svare de tal y, der gar
opix.
b) Til ethvert tal x lader man svare kvadratet pa x.
c) Til ethvert tal x lader man svare de tal y, hvor
2
Y =x.

d) Til ethvert tal x lader man svare de tal y, der er
starre end x.

e) Til ethvert tal x lader man svare de tal y, der er
lig med x.

Ovelse 1.8
»Overseaet« folgende regneopskrifter til en funktionsfor-
skrift.

a) Leeg fire til tallet.

b) Gang tallet med to, og leeg fem til.

¢) Kvadrer tallet, gang med syv, og treek én fra.
d) Leeg fire til tallet, og tag kvadratroden.

e) Kvadrer tallet, og gang med to. Leeg herefter fire
gange tallet til, og treek fem fra.

Qvelse 1.9
Angiv definitionsmeengderne for hver af folgende funk-
tioner:

a) f(x)=2x-3 b) f(x)=+Jx-5
3 1
Q) f) = » )=
2x 1
9 fW= = D f@= 5
Ovelse 1.10

Tegn graferne for de folgende funktioner, og bestem
deres veerdimeengder:

a) f(x)=2x-1, -4=x=<7
b) gx)=x*-4x+1, 0<x=<12
c) h(x)=+vx2+7, -3<x<3

Variable og sammenhaenge

Ovelse 1.11
Beskriv sammenheengen mellem x og y med en formel,
nar

a) yer ligefrem proportional med x med proportio-
nalitetskonstant 4.

b) y er omvendt proportional med x med proportio-
nalitetskonstant 9.

Ovelse 1.12
T er ligefrem proportional med S, ognar S = 4er T = 12.

Beskriv sammenheengen mellem T og S vha. en formel.

Ovelse 1.13
Udfyld de manglende felter i tabellen herunder, nar det
er givet, at y og x er ligefrem proportionale.

18 | 42

Ovelse 1.14
Udfyld de manglende felter i tabellen herunder, nar det
er givet, at y og x er omvendt proportionale.

Ovelse 1.15
De to funktioner f og g er givet ved

f(x)=3x+38
glx)=7x-4

Bestem skeeringspunktet mellem graferne for de to funk-
tioner.

Ovelse 1.16
Los de folgende ligninger grafisk:

a) 3x-2=4x+7
b) x?+5=x-1

10
) ——=x+3
x-6



Linesere funktioner

Funktioner kan grupperes efter, hvordan deres forskrifter ser ud.! F.eks.
har funktionerne

f(x) =3x+2, glx)=7x-5 og h(x) = -4x+3

forskrifter, som folger samme menster.

Funktioner, der ser ud som f, g og h ovenfor, kalder man lineaere funktioner.

Definition 2.1

En lineger funktion er en funktion af typen
f(x)=ax+b,

hvor a og b er to tal.

Det viser sig, at nar man tegner grafen for en linezr funktion i et koordi-
natsystem, far man en ret linje; det er derfor funktionerne kaldes linezere
(se figur 2.1).

2.1 Heeldning og skering med akserne

Ud fra figur 2.1 er det i princippet muligt at afleese veerdierne af tallene a
og b i funktionernes forskrifter. Der geelder nemlig felgende seetning.
Seetning 2.2
For en lineeer funktion f(x) = ax + b geelder:
1. Hvis den uatheengige variabel x vokser med 1, vil funktionsveer-
dien f(x) vokse med a.

2. Funktionens graf skeerer andenaksen i b.

Bevis
Nar x vokser med 1, vokser funktionsveerdien fra f(x) til f(x + 1). Funk-
tionsveerdien vokser derfor med

flx+1) - f(x) = (a(x+ 1)+ b) - (ax + b)
=ax+a+b-ax-b

=a.

17

'De kan ogsa grupperes efter, hvordan deres
grafer ser ud, men det er to sider af samme
sag.

)

(81

Figur 2.1: Graferne for de tre linezere funk-
tioner f, g og h.



2Husk, at en koefficient er en konstant, som
er ganget pa en variabel.

g
/
Y
—~
—
~

Figur 2.2: Afleesning af tallene a og b.

*Med mindre linjen falder sammen med
forsteaksen, for sa har den uendeligt mange
punkter feelles med denne.

*Husk, at alle punkter pa forsteaksen har
formen (x;0), og alle punkter pa andenak-
sen har formen (0; y).

18 Linezere funktioner

Pa andenaksen er x = 0, dvs. skeeringen med andenaksen er

f(0)=a-0+b=">. [

For linezere funktioner geelder altsa, at funktionsveerdien vokser med et fast
tal (a), hver gang x vokser med 1. Dette er arsagen til, at grafen bliver en ret
linje. Jo sterre a er, jo hurtigere vokser f(x), og linjen bliver sa mere stejl.
Tallet a kalder man derfor for linjens heeldning eller haeldningskoefficient.”

Hvis a er et negativt tal, aftager f(x), nar x vokser, og linjen vil derfor
heelde den anden vej; funktionen er aftagende.
Seetning 2.3

For en lineger funktion f(x) = ax + b forteeller haeldningskoefficienten
a felgende:

1. Hvis a > 0 er funktionen voksende.

2. Hvis a < 0 er funktionen aftagende.

Eksempel 2.4 Pa figur 2.2 ses graferne for to lineeere funktioner f og g.

Grafen for f skeerer andenaksen i -2, og nar man gar 1 til hgjre, skal man
ga 1 op for at finde grafen igen, dvs. heeldningskoefficienten er a = 1.

f har derfor forskriften f(x) = 1 - x + (-2), hvilket reduceres til
flx)=x-2.

Grafen for g skeerer andenaksen i 1, og gar man 1 ud langs fersteaksen,
skal man ga 3 ned ad andenaksen, dvs. hldningen er -3. Forskriften er sa

glx)=-3x+1.

I det specielle tilfeelde, hvor heeldningskoefficienten for en lineger funktion
er 0, er funktionen konstant; dvs. grafen er en linje parallel med forsteaksen.
En sadan linje har af gode grunde ingen skeeringspunkter med forsteaksen.

En lineeer funktion med en heeldningskoeflicient, der ikke er 0, har til
gengeeld en graf, der skeerer forsteaksen. Dette skeeringspunkt kan man
regne sig frem til ud fra forskriften.

Seetning 2.5

Grafen for den lineeere funktion f(x) = ax + b skeerer forsteaksen i
punktet (—%;O).

Bevis
Pa forsteaksen er andenkoordinaten 0.* Grafen for f skaerer derfor forste-
aksen, hvor

f(x)=0,
dvs.

ax+b=0 = ax=-b = X =-

Grafen skerer altsa forsteaksen i punktet (—%; O). ]
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Eksempel 2.6 Den linegere funktion f(x) = 4x - 12 skeerer andenaksen i
b = -12 og har heeldningen a = 4. Den skerer derfor forsteaksen i

b -12
XxX=-—=-—=3
a 4

Funktionens graf skeerer altsa forsteaksen i punktet (3; 0) og andenaksen i
punktet (0; -12).

2.2 Beregning af forskriften

Hvis man har to punkter pa grafen for en lineeer funktion, er funktionen
entydigt bestemt.” Der er altsa en sammenhzeng mellem de to punkters
koordinater og de to tal a og b.

Det viser sig, at denne sammenhzng er givet ved to simple formler.

Seetning 2.7

Hvis grafen for f(x) = ax + b gar gennem de to punkter P(x;; y;) og
Q(xz; y2), er

2~ V1
azy y'
X2 — X1

Bevis
Pa figur 2.3 ses grafen for funktionen f(x) = ax+b og de to punkter P(x;; y;)

og Q(x2; y2).
Da punktet P ligger pa linjen, er f(x;) = y;, og da Q ligger pa linjen, er
f(32) = y,. Dette giver de to ligninger

Yo =ax;+b,

y1=ax+b. (2.1)

Treekker man den nederste ligning fra den gverste, far man
y2 = y1 = (axz + b) - (ax; + b) ,
som kan reduceres til
Y2 — Y1 = ax; — ax .
Nu szttes a uden for parentes, og man far

_ _ Yo—0 _
Y2 =1 = alxz - x1) Aad 7362 . a,

og formlen er sa bevist. "

Eksempel 2.8 En linezr funktion f har en graf, der gar gennem punkterne
P(3;5) og Q(6; -7). Hvad er funktionens forskrift?

For at svare pa dette spergsmal, ser man pa de to punkter. Heraf fremgar
det, at
x1=3, »=5, x=6 og y=-7.

*Der gar nemlig kun én bestemt ret linje
gennem to givne punkter.

()

y
a
Yo g 1
P
hZ1 "/1
b
/ : > (1)
X1 Xy

Figur 2.3: De to punkter P og Q pa grafen
for f(x) = ax + b.
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Nu kan man bruge formlerne i seetning 2.7, og man far

- ~7-5 -12
a:yz yl: :7:—4_
X2 — X1 6-3 3

Funktionens forskrift er sa f(x) = —4x + b, hvor b endnu er ukendt.

Tallet b kan man finde ved at indsette koordinaterne til ét af de kendte
punkter i funktionens forskrift. Idet grafen for f gar gennem P(3;5), ved
man, at f(3) = 5, hvilket giver

-4-3+b=5 = b=5+4-3 = b=17.

e

f)

Funktionens forskrift er altsa f(x) = —4x + 17.

Man kan ogsa udlede folgende seetning, der giver forskriften direkte, nar
man kender heeldningskoefficienten:

Seetning 2.9

Hvis den linezere funktion f har heeldningskoefficienten a, og funk-
tionens graf gar gennem punktet (x;; y;), sa er funktionens forskrift
givet ved:

flx) =alx-x)+n.
Bevis
En lineger funktion har den generelle forskrift f(x) = ax + b. Hvis punktet
(x1; 1) ligger pa grafen for f, ma

y1=ax +b = b=y -ax .

Dette udtryk for b indseettes i forskriften for f:

f(x) = ax + (y1 - axy) .
Regner man pa dette udtryk, far man

fx)=ax+y,—ax;=ax-ax;+y1 =alx —x1)+ y1,

hvorved seetningen er bevist. ]

Eksempel 2.10 Hvis lineeer funktion f har en graf, der gar gennem punk-
terne P(3;5) og Q(6;-7), er heeldningskoefficieten a = -4 (se eksempel 2.8).

Funktionens forskrift kan sa findes ved at indsette én af de to punkter i
forskriften fra seetning 2.9. Her veelges punktet Q(6; -7):

f)=alx-x)+y1=-4x-6)-7=-4x+24-7=-4x+17 .

Man finder altsa den samme forskrift som i eksempel 2.8.
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2.3 Linezer vaekst

Linezre funktioner vokser pa folgende made®

Seetning 2.11

For en linezer funktion f(x) = ax + b geelder, at nar x vokser med Ax,
sa vokser funktionsveerdien med a - Ax.

Bevis
Hvis x vokser fra x;j til x2, hvor x; = x; + Ax, sa vil funktionsveerdien vokse
fra

v =f(x)=ax; +b
til
Vo = f(x) = flag + Ax) = a(g + Ax)+ b=ax; +a-Ax+b.

Funktionsveerdien er sa vokset med
yo -y =(ax; +a-Ax+b) - (ax; + b) = a- Ax .
Hermed er szetningen bevist. [

Eksempel 2.12 1 tabel 2.4 ses et eksempel pa veeksten af en linezer funk-
tion.

Funktionen f(x) = 3x + 7 vokser saledes, at hver gang x vokser med 2,
vokser funktionsveerdien med 3 - 2.

Eksempel 2.13 Her ses pa funktionen f(x) = 3x - 4, som har heeldnings-
koefficienten a = 3. Hvis x vokser med Ax = 5, vil funktionsveerdien vokse
med

a-Ax=3-5=15.

Hver gang, x vokser med 5, vokser funktionsveerdien altsa med 15.

Omvendt kan man sperge, hvor meget x skal vokse, for at funktionsveerdien
vokser med 607? I dette tilfzelde er a - Ax = 60, dvs.

3-Ax =60 = Ax =20.
x skal altsa vokse med 20, for at funktionsveerdien vokser med 60.

Eksempel 2.14 For funktionen f(x) = -2x + 7 geelder, at nar x vokser
med Ax = 3, vokser funktionsveerdien med

a-Ax=-2-3=-6.

At funktionsveerdien vokser med -6 betyder, at funktionsverdien aftager
med 6, hver gang x vokser med 3.”

Her folger et par eksempler pa, hvordan en matematisk beskrivelse af
linezer veekst kan give svar pa forskellige spargsmal.

*Denne sztning kan man ogsa argumentere
for ud fra seetning 2.2.

Tabel 2.4: Veekst af f(x) = 3x + 7.

x Yy
-2 1

+2 +3-2
0 7

+2 +3-2
2 13

+2 +3-2
4 19

"En negativ stigning svarer altid til et fald.
I mange matematiske modeller, hvor man
regner pa veekst, kan det betale sig at regne
med fortegn hele vejen igennem og forst til
sidst angive, om der er tale om stigning eller
fald, atheengig af om resultatet er positivt
eller negativt.



8Husk, at en konstant er et fast tal.

°Idet ar 2000 er 0 ar efter ar 2000.
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Eksempel 2.15 I en bestemt by er antallet af indbyggere givet ved
N(x) = 213x + 14752,

hvor N(x) er antallet af indbyggere x ar efter ar 2000.

I forskriften er der to konstanter,® 213 og 14 752. Funktionen N(x) er en
linezer funktion, dvs. tallet 213 kan betragtes som en haeldningskoefficient:
Hver gang x vokser med 1, vokser funktionsveerdien med 213. Da x males
i ar, og funktionsveerdien beskriver antallet af indbyggere, kan man altsa
sige, at antallet af indbyggere vokser med 213, hver gang x vokser med 1
ar. Veeksten i indbyggertallet er altsa pa 213 indbyggere om aret.

14 752 er skeeringen med andenaksen. Den opnas, nar x = 0. Dette sker i ar
2000,” og man kan derfor udlede, at indbyggertallet i byen var pa 14 752 i
ar 2000.

Eksempel 2.16 Her ses pa samme udvikling som i eksempel 2.15,
N(x) = 213x + 14.752 .

Hvor meget vokser byens indbyggertal over en 10-ars periode?

Ud fra forskriften kan man se, at indbyggertallet vokser med 213 om aret.
Over en 10-ars periode kommer der derfor

10 - 213 = 2130
nye indbyggere.

Eksempel 2.17 Et firma producerer et antal varer. Omkostningerne ved
produktionen er 2000 kr. i startomkostninger og 17 kr. pr. produceret vare.

Omkostningerne er altsa en funktion af antallet af producerede varer. Denne
funktion har forskriften

o(x) = 17x + 2000 ,
hvor x er antallet af varer, og o(x) er de samlede omkostninger.

Eksempel 2.18 Det viser sig, at middeltemperaturen i Vestgrgnland er
atheengig af breddegraden,[2] sadan at

T(x) = -0,732x + 46,1 ,

hvor T er middeltemperaturen (i °C) og x er breddegraden.

Dvs. at middeltemperaturen i Vestgrenland aftager med 0,732°C, hver gang
breddegraden vokser med 1 grad.

Den umiddelbare fortolkning af tallet 46,1 er, at det er temperaturen ved
breddegraden 0, dvs. eekvator. Denne fortolkning giver dog ikke mening,
idet modellen kun geelder for Vestgrenland.

Det er saledes ikke muligt at give en fysisk fortolkning af tallet 46,1.
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2.4 Stykkevis linezre funktioner

Funktioner, hvis grafer bestar af linjestykker, kaldes stykkevis linezere funk-
tioner. Grafen for en stykkevis linezer funktion kan ses pa figur 2.5.

Her kan man afleese, at nar x er mindre end 2, sa svarer grafen til linjen
med ligningen
y=x+1,

og nar x er sterre end 2, svarer grafen til linjen med ligningen

y=-2x+7,

Hvis funktionen hedder f, skrives forskriften derfor pa denne made:

f(x) =

x+1 for x < 2
“2x+7 forx=2

En funktion, hvis graf er sammenhengende, kaldes en kontinuert funktion.
Stykkevis linesere funktioner er ikke nedvendigvis kontinuerte. Et eksempel
pa en stykkevis lineser funktion, der ikke er kontinuert kunne veere

-x-4 forx<-2
gx)=42x+2 for -2=<x<3 .

%x+1 forx =3

Grafen for g kan ses pa figur 2.6.

Den fyldte cirkel pa grafen viser et punkt, der er med pa grafen, mens den
tomme cirkel viser, at punktet ikke er med. For funktionen g geelder, at
funktionsverdien g(3) skal beregnes ud fra den nederste »gren« i forskriften
— derfor er punktet med pa det linjestykke leengst mod hgjre.

)

- (1)

Figur 2.5: Grafen for en stykkevis lineger

funktion.

@

}/,

T

- (1)

Figur 2.6: Grafen for en stykkevis lineser
funktion, der ikke er kontinuert.

2.5 Ovelser

QOvelse 2.1 @)
Pa tegningen til hojre ses de 3 rette linjer £, m og n som y
er grafer for funktionerne

flx)=4x-1, o
glx)=2x+3 og ¢
h(x)=x+3. n /

Hvilken linje er graf for hvilken funktion?

~ (1)
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Ovelse 2.2
Bestem ved afleesning en forskrift for funktionerne
fi-.- fo, hvis grafer ses pa billedet herunder.

@

f/ /
/f /ﬁ/

>~ (1)

Ovelse 2.3
Opskriv en forskrift for den linezre funktion, der gar
gennem punktet P og som har heeldningskoefficient a:

a) P(0;4)oga-=2.
b) P(2;1)oga= —%.

Ovelse 2.4
Bestem en forskrift for den linesere funktion, hvis graf
gar gennem punkterne:

a) A(2;3) og B(-1;9)
b) C(-3;2) og D(-4;1)
c) P(-5:1) og Q(7;1)

QOvelse 2.5
Den rette linje £ gar gennem punkterne A(-4;2) og
B(5;5).

Bestem ved beregning en ligning for linezere funktion,

hvis graf gar gennem C(3; -2) og er parallel med ¢.

Ovelse 2.6
En ret linje £ gar gennem punkterne P(3;-7) og Q(8; 8).
a) Bestem linjens ligning.

b) Bestem linjens skeeringspunkt med forsteaksen.

Ovelse 2.7
Bestem skeringspunktet mellem graferne for de to li-
neere funktioner

f(x)=2x-1 og gx)=3x+7.

Ovelse 2.8
For den lineeere funktion h(t) geelder h(-1) = -13 og
h(4) = 32.

a) Bestem en forskrift for funktionen.

b) Los ligningen h(t) = 23.

Linezere funktioner

Ovelse 2.9
En linje har hzeldningen 3 og gar gennem punktet (6; 14).

a) Bestem en ligning for linjen.

b) Hvilken tilveekst far y, nar x stiger med 10?

Ovelse 2.10
En linje har heeldningen 4 og gar gennem punktet (2; 5).

a) Bestem en ligning for linjen.

b) Hvad bliver Ay, nar Ax = 12?

Ovelse 2.11
En linje har heeldningen -2 og gar gennem punktet (3; 1).

a) Bestem en ligning for linjen.

b) Hvad er Ax, hvis Ay = 38?

Ovelse 2.12
Afgor ved beregning, om punkterne A, B og C ligger pa
en ret linje, nar

a)  A(19;12), B(27;25) og C(40; 46).
b) A(-6;-3), B(-1;5) og C(7; 18).
Ovelse 2.13

En bestemt vares pris vokser linesert med tiden. Prisen i
2010 var 66 kr. og 1 2015 var prisen 76 kr.

a) Hvad vil prisen veere i 2019?

b) Hvornar vil prisen veere 100 kr?

Ovelse 2.14

En lineeer funktion f vokser med 8, nar x gges med 4.
Endvidere ved man, at grafen for f gar gennem punktet
(3;4).

Bestem en forskrift for f.

QDvelse 2.15
Funktionen f er givet ved

) = {—x—4 forx < -1

2x -1 forx > -1

a) Tegn grafen for f.
b) Beregn f(5) og f(-2).
c) Les ligningen f(x) = 6.

d) Les ligningen f(x) = -3.



Lineaer regression

Nar man beskriver veekst ud fra malte data, kan man komme ud for, at man
har en raekke malepunkter, som ikke ligger preecist pa en ret linje, men dog
gor det med god tilneermelse. Et eksempel kan ses pa figur 3.1.

Da punkterne ikke ligger preecist pa en linje, vil det veere forkert at bruge
seetning 2.7 til at beregne en forskrift. Atheengig af, hvilke to punkter, man
seetter ind i formlerne, vil man nemlig fa vidt forskellige resultater for
forskriften.

I stedet bruger man en metode, der kaldes lineaer regression til at bestemme
den rette linje, der ligger teettest muligt pa alle punkterne. Denne metode
er indbygget i de fleste regneark og matematikprogrammer, saledes at man
blot skal indskrive punkterne i programmet, sa far man at vide hvilken
ligning, linjen har. Ligningen pa figur 3.1 er fundet pa denne made.

Metoden fungerer i praksis pa den made, at man finder den linje, der har
den mindste afstand til alle punkterne. Afstanden defineres her som kva-
dratsummen D af den lodrette afstand fra linjen til punkterne. Pa figur 3.2
er denne afstand givet ved

D=d*+ds+di+d:.

Denne sum indeholder flere led, jo flere malepunkter der er. Den rette linje,
der passer bedst pa punkterne, defineres sa til at veere den, der gor D mindst
mulig.

Hvis man har n forskellige punkter med koordinaterne

(%13 Y1)s vy (X5 )

sa kan man finde frem til to formler, der giver linjens heeldningskoefficient
a og dens skeering med andenaksen b ud fra alle x-veerdierne x, ..., x, og
alle y-veerdierne y, ..., yu.

Det kreever ret avanceret matematik at udlede de to formler for a og b,
derfor bevises de ikke her; men formlerne er givet i folgende seetning:

25

100 +

y = 39,8x + 266,4

; > (1)
1

Figur 3.1: En reekke malepunkter samt den
bedste rette linje gennem punkterne.

@)

(1)

Figur 3.2: Man minimerer kvadratsummen
D=d?+d;+d¢+d.
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Seetning 3.1

Den bedste rette linje gennem punkterne (xg; 1), ..., (xn; y») har lig-
ningen y = ax + b, hvor

]
<

X

<

a =

oo
%]

xe —

Rl x|

b:

-a-

<l

Her er X gennemsnittet af x-veerdierne, y er gennemsnittet af y-veer-
dierne, osv.

Som sagt bevises formlerne ikke. Her er til gengeeld et eksempel, der viser,

hvordan de bruges.
Tabel 3.3: Sammenhorende malte veerdier

af x og y.
Eksempel 3.2 Tabel 3.3 viser sammenhgrende veerdier af den uatheengige

variabel x og den uatheengige variabel y. For at kunne bruge formlerne
skal man bruge en reekke gennemsnit. Disse er beregnet i tabel 3.4.

Man kan nu beregne

RN o R
o N W R

X-y-x-y 195-3-45
A A A =12,
x2 - %% 14 - 32
Tabel 3.4: x, y, x - y og x*. Den nederste o
reekke viser gennemsnittene. g
; b=y-a-x=45-12-3=09.
X y Xy X
0 1 0 0 Den bedste rette linje har derfor ligningen
2 3 6 4
4 6 24 16 y=12x+09.
6 8 48 36
¥ 7 Ty Punkterne og linjen kan ses pa figur 3.5.

3 45 195 14

Som det maske fremgar af eksemplet, kan det hurtigt blive besveerligt at

beregne den bedste rette linje vha. formlerne i seetning 3.1. Heldigvis er

metoden indbygget i de fleste CAS-veerktgjer, sa man kan ngjes med at
@) indtaste punkterne og fa veerktojet til at beregne ligningen.

y=12x+09 3.1 Forklaringsgraden

Hvis man beregner den bedste rette linje vha. et CAS-veerktgj, far man

som regel ogsa beregnet en storrelse kaldet determinationskoefficienten eller

forklaringsgraden, normalt betegnet med R?. Det er et tal mellem 0 og 1,

/ som forteeller, hvor godt den rette linje passer pa punkterne. Jo teettere
1) tallet er pa 1, jo bedre er overensstemmelsen mellem punkterne og linjen.

2 4 6
Forklaringsgraden beregnes vha. felgende formel:

Figur 3.5: Den bedste rette linje gennem de

4 punkter.
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Seetning 3.3

For den rette linje, der passer bedst pa punkterne (xg; y1), ..., (Xn; Yn),
er forklaringsgraden
R? = 4% x: at .
V2 - 32
Der geelder, at 0 < R? <1, og jo teettere R er pa 1, jo bedre er overens-
stemmelsen mellem punkterne og linjen.

Eksempel 3.4 Hvis man ser pa de samme malepunkter som i eksempel 3.2,
finder man

X¥=3, x2=14, y=45 og y2=275.
I eksemplet blev det desuden beregnet at a = 1,2, dvs. forklaringsgraden er
, 5 XX , 14-3?
R =a" = :1,2-72:0,9931.
V2 -3 27,5 - 4,5

Dette tal er meget tet pa 1, sa den rette linje passer altsa ret godt pa
punkterne, hvilket ogsa fremgar af grafen pa figur 3.5.

3.2 Hvorfor er grafer vigtige?

Nar man foretager linezer regression for at finde den bedste rette linje, sa
behgver man i princippet slet ikke tegne grafen. Man kan sadan set ngjes
med at fa et CAS-veerktej til at beregne linjens ligning og forklaringsgraden
R?. Forklaringsgraden kan sa bruges til at afgere, om det er fornuftigt at
modellere sammenheengen med en ret linje.

I praksis er det dog altid fornuftigt at tegne grafen, for det viser sig, at man
kan fa den samme rette linje og forklaringsgrad ud fra vidt forskellige data.

Statistikeren Francis Anscombe beskrev i en artikel i 1973 fire forskellige
dataseet, som havde den samme regressionsligning og forklaringsgrad, men
sa vidt forskellige ud.[1] De fire dataseet kan ses i tabel 3.6.

Indsatter man de fire dataseet i hver deres koordinatsystem far man billedet
pa figur 3.7. Det ses tydeligt, at de fire dataseet er udtryk for vidt forskellige
fordelinger. Det forste dataseet ser ud til nogenlunde at kunne modelleres
med en ret linje. Punkterne ligger i hvert fald nogenlunde tilfzeldigt omkring
linjen. Det neeste dataseet (everst til hgjre) viser en tydelig ssmmenheeng -
men den er bestemt ikke linezer. De sidste to dataseet har et enkelt punkt,
der ligger helt anderledes end alle de andre (et sadant punkt kaldes en
outlier).

Pa trods af deres forskellighed har de alle den samme regressionslinje og
forklaringsgrad, nemlig

y=0,50-x+3,00, R®=0,67.

Man kan derfor konkludere, at det er en god ide at tegne grafen, sa man kan
fa et overblik over, hvordan punkterne fordeler sig, for man evt. foretager
lineger regression.



Tabel 3.6: Anscombes fire dataseet. Fra [1].

Figur 3.7: Anscombes fire dataseet afbildet
i hver deres koordinatsystem.

Her ses det tydeligt, at det drejer sig om vidt
forskellige sammenheenge.
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x y x x y x
4 4,26 4 31 4 5,39 8 6,58
5 5,68 5 474 5 573 8 576
6 7,24 6 6,13 6 6,08 8 7,71
7 4,82 7 7,26 7 6,42 8 8,84
8 6,95 83 8,14 8 6,77 3 8,47
9 8,81 9 8,77 9 7,11 8 7,04
10 8,04 10 9,14 10 7,46 8 525
11 8,33 11 9,26 11 7,81 8 5,56
12 10,84 12 9,13 12 8,15 8 791
13 7,58 13 8,74 13 12,74 8 6,89
14 9,96 14 8,1 14 8,84 19 12,5
) )

_— (1) _— (1)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18
) )

A A

—t—————+——+— (1)
2 4 6 8 10 12 14 16 18

- (1)

2 4 6 8 10 12 14 16 18
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I det tilfeelde, hvor et enkelt punkt ligger helt anderledes end de andre,
giver det ogsa god mening at undersgge dette punkt grundigere. Kunne
det evt. veere resultatet af en fejlmaling?

3.3 Residualplot

Nar man har beregnet den rette linje, som passer bedst pa en reekke punkter,
sa ligger punkterne som regel ikke helt pa linjen. Dvs. punktet (x;; y;)
opfylder ikke ligningen y = ax + b, men i stedet

yi=axi+b+e,
Tabel 3.8: De sammenhorende veerdier af

hvor ¢ er den lodrette afstand fra punktet til linjen. Pa sin vis er ¢ et ~* °8 Y samt residualerne e.

udtryk for, hvor stor en fejl, man begar, hvis man bruger linjens ligning til

. Xy €
at modellere sammenheaengen. Dette kalder man ogsa residualet for punktet. o 1 o1
Hvis man isolerer ¢; i ligningen (3.3), far man, at 2 3 _03
Eizyi—axi—b. 4 6 0,3
. . . . 6 8 _0’1
Man kan forholdsvist let vise, at gennemsnittet af residualerne er 0. Dette
overlades som en gvelse til leeseren.
Huvis den rette linje er en god model for den undersegte sammenheaeng, sa
er residualerne sma i forhold til de malte y-veerdier, og de ligger tilfeeldigt @
fordelt. Om dette er tilfzeldet kan man undersege ved at lave et residualplot,
som er en afbildning af residualerne som funktion af x-verdierne. 0,4
0,3 °
Eksempel 3.5 I eksempel 3.2 fandt man den rette linje, der passede bedst 0.2
pa en reekke sammenhgrende veerdier af x og y. Den rette linje havde 0.1
ligningen : : — (1)
y=12x+0,9. -0,1 2
-0,2
Vha. a = 1,2 og b = 0,9 kan man beregne residualerne. F.eks. er 03 .
g=y1-ax-b=1-12-0-09=0,1. 0.4
En samlet oversigt over punkterne og residualerne ses i tabel 3.8. Figur 3.9: Residualplot over veerdierne i ta-
bel 3.8.

Residualplottet kan ses pa figur 3.9. Her ses det pa andenaksen, at residua-
lernes veerdier er sma i forhold til de malte y-veerdier. Plottet viser ogsa, at
residualerne ligger nogenlunde tilfeeldigt omkring forsteaksen. Det virker
derfor rimeligt at anvende den linesere model i dette tilfeelde.

@

En reekke malepunkter kan sagtens se ud til at kunne modelleres med en
ret linje, selvom det i virkeligheden er en anden type model, der ligger bag.
Dette vil typisk afslere sig ved at residualplottet ikke ser tilfzeldigt ud, men
viser en eller anden form for regelmeessighed.

Eksempel 3.6 Figur 3.10 viser et koordinatsystem med indsatte punkter
samt en regressionslinje. Ved forste gjekast ser punkterne ud til med rigtigt
god tilnzermelse at ligge pa en ret linje.

Men ser man pa re31du.alplottet 3‘.11 .bhver det tydeligt, at den re_tte linje g gur 3.10: En reekke malepunkter indsat i
ikke er en god model i forhold til disse punkter. Man kan nemlig se, at et koordinatsystem samt regressionslinjen.



30 Linezer regression
(%) residualerne ikke ligger tilfeeldigt, men pa en form for kurve. Dette kunne
04 | tyde pa, at den model, der ligger til grund for malingerne, slet ikke er linezer.
0,3 | ° ° Man skal derfor lede efter en anden type model.
0,2 +
oL ° °
‘ : : > (1)
o1l 2 4 6 8
70’2 ° °
0 | ¢
0,4 |

Figur 3.11: Residualplot over malepunkter-
ne fra figur 3.10.

3.4 Ovelser

Ovelse 3.1

Der er malt en sammenhaeng mellem de to variable x

og y. De malte tal kan ses i tabellen herunder:

a) Brug formlerne i seetning 3.1 til at beregne a og b

for den bedste rette linje.

b) Beregn residualerne.

Ovelse 3.2

De folgende 3 tabeller viser 3 forskellige sammenheenge

mellem de variable x og y.

X 1 2 3 4 5 6

y 32 49 73 88 109 134

X 1 2 3 4 5 6
y 14 12 11 10 09 08

x 1 2 3 4 5 6
y 01 14 29 46 65 38,06

a) Bestem den bedste rette linje og tegn residualplot-

tene for hver af de tre sammenhznge.

b) Brug residualplottene til at vurdere for hvilke(n)
af de tre sammenhenge, den rette linje er en god

model.

Ovelse 3.3

For en kobbertrad er der med god tilneermelse en linezer
sammenheng mellem modstand, malt i Q, og tempera-
turen, malt i °C. Ved en raekke malinger har man fundet

folgende data:

Temperatur (°C) 0 15 30 45 60
Modstand (Q) 54,9 | 58,4 61,9 @ 66,2 69,0

a) Bestem en linezer model, der beskriver sammen-
hengen.

b) Ved hvilken temperatur er modstanden 75 Q?

Qvelse 3.4

En reekke malinger giver folgende sammenhzeng mellem
vindhastigheden og den stgj, som en vindmelle udsen-
der:

Vindhastighed (¢) 63 72 85 94
Stoj (dB) 51 56 65 71

Med god tilneermelse kan denne beskrives ved ligningen
y = ax + b, hvor x er vindhastigheden, og y er stgjen.

a) Bestem tallene a og b iligningen.

b) Forklar, hvad konstanterne a og b beskriver i den-
ne model.

c) Bestem den vindhastighed, der giver en stgj pa
75 dB.

d) Hvor meget skal vindhastigheden falde, for at
stejen aftager med 10 dB?
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Brokregning

a alk
Forkorte (1) P = b;k
k
Forleenge (2) % = —Z
Additi (3) a,c_ad be
ttion b'd bd bd
btrakti (4) a_c_ad_be
Subtraktion b =3 b
Multiplikation (5) % . 5 = %
Divisi ©) ajc_e d
ivision 5 =33
Potenser og redder
(7) a =1
. _ 1
Negativ eksponent (8) a’=—
a
Brok som eksponent 9) ai = {ap
Samme grundtal (10) a-a=a"
ax
&y
(11) o a
1 (@Y=
Samme eksponent (13) a-b*=(a-b)*
a* a\x
14 — -
w5 (5)
Samme rod (15) Ja-Ib=a-b
Ja \/5
16 =
(16) ==
Algebra
Den associative lov (17) a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

(18) a(bc) = (ab)c = abc



Den distributive lov
Kvadratet pa en sum
Kvadratet pa en differens

To tals sum gange de
samme to tals differens

Funktioner

y er ligefrem proportional med x

y er omvendt proportional med x

Linezere funktioner

Linezer funktion

Heeldningskoeflicient ud fra to

punkter (x;; y1) og (x2; y2) pa
grafen

Skeering med andenaksen

Linezr regression

Den bedste rette linje

Forklaringsgraden

Residual

(23)

(24)

a(b+c¢)=ab+ac
(a+ b)? = a®+ b®+2ab

(a-b)* = a*+ b* - 2ab

(a+b)a-b)=a*-b

y=k-x
k
y=_
f(x)=ax+b
gz 2N
X2 — X1
b=y -ax
DS
2 _ %2
b=y-a-x
R g x2-X%
y -7
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