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Regning

Dette korte kapitel handler om hvordan man regner. Det drejer sig om en
repetition af de fire basale regningsarter

« addition, dvs. at leegge sammen (f.eks. 3 + 5 = 8),
o subtraktion, dvs. at treekke fra (f.eks. 7 — 13 = —6),
« maultiplikation, dvs. at gange (f.eks. 2 - 8 = 16), og

6
« division, dvs. at dele/dividere (f.eks. 3= 2),
samt
. potensoplofining, feks. 4> =4-4-4 = 64, og
« roduddragning, f.eks. J64 = 4.

I forste omgang handler kapitlet om subtraktion og fortegn.

1.1 Subtraktion og negative tal

For at beskrive ideen om mangel eller geeld matematisk har man brug for
de negative tal.' I forste omgang kan man ngjes med at se pa de negative
hele tal:

-1,-2,-3,—4,-5,—6, ... .

Man kan pa sin vis sige at ethvert negativt tal er et »modsat tal« til et
positivt tal. Leegger man sammen far man f.eks.”

3+4(=3)=0 og (-3)+3=0.

Man kan argumentere for, at —(—3) er det modsatte tal til —3, og at der
derfor ma geelde, at
—(-3)+(-3)=0.

Men fordi 3 + (—3) = 0, ma man have, at
—(-3)=3.
Dette ma geelde for alle tal (og ikke kun tallet 3).

Vha. de negative tal kan man definere subtraktion som addition med det
modsatte tal. Et eksempel kunne vaere

8—2=8+(-2).

'De negative tal er en forholdsvis ny opfin-
delse inden for matematikken. Helt op i det
18. arhundrede var der matematikere der
mente at de negative tal ikke eksisterede.[3]

’T regnestykket er der sat parentes om —3.
Det gor man for at vise, at — er et fortegn,
dvs. det herer til tallet —3; en anden god
grund er, at nar man seetter parentesen, er
det nemmere at se, at der bade star et + og
et —. Helt generelt ma man ikke skrive et
fortegn lige efter et regnetegn uden at seette
en parentes.



*Bemeerk parentesen om —6; den seetter man
for at vise at fortegnet herer til 6-tallet (og

den er ikke valgfri).

Tabel 1.1: Fortegnsregler for multiplika-

tion.

Regel Eksempel
(+H)-(H=E) 2:3=6
(B (=) 2-(-4)=-8
)= (=3)-5=-15
)= (4 (-2)=38

Tabel 1.2: Fortegnsregler for division.

Regel Eksempel
@=0  $=3
G=0 L=-2
@=0) F=-7
g=0 F=¢

6 Regning

Dette kan ogsa forklare hvorfor man ikke bare kan bytte rundt pa tallene.
2 — 8 er ikke det samme som 8 — 2, da tegnet — faktisk herer til 2-tallet. Nar
man leegger sammen er reekkefolgen til gengeeld ligegyldig, sa man kan
gore folgende

8—2=8+(-2)=-2+8.

Som man kan se, bliver tegnet — ved med at sta foran 2-tallet.

1.2 Fortegn ved multiplikation og division
Det er simpelt at argumentere for, hvordan man ganger positive tal sammen;
men hvad sker der, nar man blander negative tal ind i regnestykkerne?

Hvis man ser pa de negative tal som geeld, er det naturligt at fortolke et
regnestykke som —6 - 3 pa den made, at man ger en geeld pa 6 stk. 3 gange
sa stor, hvilket giver en geeld pa 18. Dvs.

—6-3=-18.

Da raekkefolgen, man ganger i, er ligegyldig, geelder der si ogsa, at®
3.(—6) = —18 .

Hvis man ganger et positivt tal med et negativt (eller omvendt), bliver

resultatet altsa negativt.

For at finde ud af, hvad der sker, nar man ganger to negative tal med hin-
anden, kan man bruge folgende argument: —2 - (—4) ma veere det modsatte
tal til2-(—4). Ogda 2-(—4) = —8, ma

-2-(—4)=-(-8)=8.
Nér man ganger to negative tal med hinanden, bliver resultatet altsa posi-
tivt.

Fortegnsreglerne for multiplikation kan ses samlet i tabel 1.1.

Idet division er den modsatte operation af multiplikation, geelder der til-
svarende fortegnsregler nar man dividerer. Disse kan ses i tabel 1.2.

1.3 Regningsarternes hierarki

Nar man skal udfere et regnestykke som f.eks. 7 + 5 - 3%, bliver man nedt til
at vide i hvilken reekkefolge man skal udfere de forskellige trin. Skal man
feks. legge 7 og 5 sammen forst, eller skal man udregne 37 forst?

Derfor har man nogle regler for hvilken reekkefslge man skal regne i
sadan at man kan sikre sig at alle far samme (og rigtige) resultat ud af et
regnestykke.



1.4 Skjulte parenteser 7

Nar man skal udfere et regnestykke, skal udregningerne forega i
denne rekkefolge:*

1. Forst udferes potensopleftning og roduddragning.
2. Derneest udfares multiplikation (gange) og division.

3. Til sidst leegger man sammen og traekker fra.

Denne raekkefolge kan kun sendres ved brug af parenteser. Star en del
af en udregning i parentes, skal den betragtes som et lille regnestykke
for sig selv, som altid skal udregnes forst.

Et par eksempler pa udregninger gives herunder.

Eksempel 1.2 Et eksempel pa anvendelse af regningsarternes hierarki:

2:17-4-2°=2-17-4-8 Forst beregnes potensoplefning.
=34-32 Sa ganges der.
=2 Til sidst treekkes der fra.

Eksempel 1.3 Et eksempel hvor der indgar parenteser:

(6+2)-5+3-J16=8-5+3- 16 Parentesen udregnes forst.

=8-5+3-4 Sa uddrages redder.
=40+ 12 Derneest ganger man.
=52 Til sidst leegger man sammen.

Man kan altsa komme igennem et regnestykke ved at folge hierarkiet fra
gverst til nederst og tage hensyn til eventuelle parenteser.

1.4 Skjulte parenteser

Nar der i foregaende afsnit tales om parenteser, geelder det ogsa i de tilfeel-
de, hvor man maske ikke umiddelbart teenker over at der faktisk star en
parentes.

I et regnestykke som % er det givet at man skal udregne 3 + 17 forst.
Nar en division er skrevet vha. en bregkstreg bliver der altsa pa sin vis
introduceret parenteser som man skal tage hensyn til nar man gennemforer

udregningen.

Det samme star man overfor nar man uddrager redder. F.eks. skal man i
regnestykket /17 — 8 beregne 17 — 8 for man tager kvadratroden.

Eksempel 1.4 Ide folgende fire regnestykker er det vist eksplicit, hvor
man skal seette de parenteser som er underforstaede:

3+9  (3+9)
4 4
50 50

7-2 (7-2)

*Reekkefolgen af regneoperationer folger af
at udregninger skal give logisk mening. At
man skal gange for man leegger sammen,
kan man f.eks. se ved at huske at 4 - 3 =
4+ 4 + 4. Derfor ma

2+4-3=2+4+4+4,

og derfor bliver man nedt til at gange sam-
men forst (med mindre man vil skrive alle
gangestykkerne om til plusstykker).



8 Regning

7241 _ 7(2+1)

V7+9=4/(7+9)
= VB

Det er vigtigt at huske disse parenteser nar man regner; iseer hvis man
taster regnestykket ind p& en lommeregner.

Eksemplet er ikke udtemmende der kan sagtens findes andre typer af
regnestykker hvor der er en underforstéet parentes. Som hovedregel geelder,
at hvis noget ligner en afgreenset del af en udregning, sa er det det nok

ogsa.
1.5 Ovelser
Ovelse 1.1 Ovelse 1.3
Udregn resultatet af de felgende regnestykker: Beregn resultatet af de folgende regnestykker:
a) 12-5 b) 2-6 a) 3 b) 6
Q) 15-6-7 d) 7-(-8) o) V27 d 16
Ovelse 1.2 Qvelse 1.4
Beregn resultatet af de folgende regnestykker: Beregn resultatet af de folgende regnestykker:
a) 5-(-3) b) 7-2 2) 3-4:-2
.32
_12 b) 5-3
C) -8 - (—4) d) T 16
c) 11—2~(8+3)—§+1
22 —-18
e — f)

3 14
-1 -3 d)9'(—2)+10~3—g~<3.2—5.7>



Brokregning

En brek er et tal der betegner et antal dele af en enhed. En brgk skrives
som to hele tal med en vandret streg imellem:

7 -13

47 29

5 5

2
3
Den vandrette streg kaldes en brokstreg, det gverste tal kaldes taelleren, og
tallet under brekstregen kaldes nevneren.!

Broken % er den sterrelse man far, nar man deler 1 hel i 3 dele, og tager 2
af dem. En brgk kan ogsa fortolkes som det preecise resultat man far, nar
man dividerer teelleren med neevneren.

Hvis man skal visualisere storrelsen af en brgk i forhold til de hele tal, kan
det gores vha. tallinjen (se figur 2.1).

2.1 At forkorte og forleenge

Hvis en bregk kan fortolkes som det resultat man far, nir man dividerer
teeller med naevner, sd kan man jo forestille sig at regnestykket »gar op«,
dvs. resultatet bliver et helt tal. Nogle braker kan altsa skrives om til hele
tal, f.eks.?

10 36

=27
2, — =4, — =
5 9

-9.

Selvom regnestykket ikke gar op, sa er det nogle gange muligt at gere
teeller og neevner mindre; det kalder man at forkorte breken. Det kan man
nar der findes et tal som gar op i bade brekens teeller og neevner.

Situationen er illustreret pa figur 2.2. Her kan man se at % = % Det kan
man ogsa regne sig frem til hvis man opdager at tallet 2 gar op i bade teeller
og naevner i breken %. Da en brek er et udtryk for forholdet mellem teeller
og naevner, endrer den ikke sterrelse hvis teeller og neevner deles med
samme tal. Altsa er

4 4/2 2

6 6/2 3°

Man endrer ikke brekens veerdi ved at forkorte. Tallet har preecis samme
storrelse som for; man har blot gjort det mere leesevenligt og nemmere at
regne med idet teeller og neevner er blevet mindre.

'Teeller og neevner kan veere hvilke som
helst hele tal, ogsa negative; dog ma naevne-
ren ikke veere 0.

w

0 1 2 3

Figur 2.1: De to tal 2 og 2 placeret p4 tal-
linjen.

20mvendt kan de hele tal forstas som de
breker der har den underforstdede nevner
1, f.eks 8 = %.

ENES

(SIS}

0 1

Figur 2.2: Man kan se ud af de to tallinjer,
at =2
6 3



*Det er vigtigt at huske at man skal dividere
eller gange med samme tal i bade teeller og
neevner. Ellers sendrer man brekens veerdi.

2 4
5 5

Figur 2.3: Regnestykket £ + £ = ¢ illustre-
ret pa tallinjen.

“Men det er ikke altid nedvendigt. Nogle
gange kan man nejes med at forleenge med
to mindre tal og stadig fa samme neevner pa
de to breker.

10 Brokregning

Eksempel 2.1 Et par yderligere eksempler pa hvordan man forkorter
broker:

15_15/3 5
36_36/3_12’
24 _24/8 3
56 56/8 7’
27 _21/9 3
18 _'18/9 2

Nar man kan dividere med samme tal i teeller og neevner uden at sendre
brekens veerdi, s& kan man ogsa gange.> Herved bliver bade tezller og
neevner storre, og det virker ikke umiddelbart smart; men det viser sig at
veere brugbart nar man skal leegge broker sammen — mere om det i naeste
afsnit.

Her vises blot et par eksempler pa, hvordan man forleenger en brek.

Eksempel 2.2 Hvis man forleenger % med 5, far man

3 3.5 15
4 4.5 20°
Forleenger man % med 3, fAir man
8 8-3 24
5 5.3 15°

2.2 Addition og subtraktion

Det viser sig at man kun kan leegge breker sammen hvis de har samme
neaevner. Hvis det er tilfeeldet, leegger man blot teellerne sammen. F.eks. er

5 5 5°

4 2+4 6

(Sl )

Dette regnestykke er illustreret pa figur 2.3.

Uanset hvor meget man gerne vil, kan man ikke leegge breker sammen der
har forskellige neevnere. Ikke desto mindre ville det veere rart at kunne
beregne f.eks. ; + 2. Hvis man kun kan leegge broker sammen der har
samme naevner, ma man derfor pa en eller anden made serge for at de to
breker far samme neevner.

Dette gor man ved at forleenge brekerne. I tilfeeldet % + % kan man forleenge
i med 3 og % med 4; sa fAir man

1 2 1-3 $4_3+8_11
12 12°

+to=—t—— =
4 3 4.3 3.4 12

Nér man forleenger pa denne made, far begge brekerne naevneren 12, og
man kan sa leegge dem sammen.

I regnestykket ser man, at man forleenger den ene brek med den andens
nzevner (og omvendt). Denne teknik virker altid.?



2.3 Multiplikation og division 11

Eksempel 2.3 Et par eksempler pa hvordan man leegger bregker sammen:

1 1 1-2 13 2 3 5

3 2 32 23 6 6 6
7 2 7-11 2-4 77 8 85
7+—:7+7:—+—:—’
4 11 4-11 11-4 44 44 44
3 1 3.2 1 6 1 7
-t —=——t+—=—F+—=—.
5 10 5-2 10 10 10 10

I den sidste udregning ses at det ikke altid er nedvendigt at forleenge begge
breker for at fa fzelles nzevner.®

Hvis man skal treekke broker fra hinanden, sa fungerer det pa samme made
som nar man leegger sammen. Man kan kun treekke en brgk fra en anden
brek hvis de har samme neevner. F.eks.

8 3 8-3 5

13 13 13 13°

Har de to bregker ikke samme neevner, s& ma man forleenge sadan at de far
den samme neevner.

Eksempel 2.4 Her er tre eksempler pa hvordan man treekker brgker fra
hinanden.

4 2 45 23 20 6 14
3 5 3.5 5.3 15 15 15°
7 1 7 1-4 7 4 3

8 2 8 24 8 8 8

2 4 25 43 10 12 -2
3 5 3.5 5.3 15 15 15

Det er i gvrigt god stil at forkorte resultatet sa meget som muligt (hvis det
kan forkortes).

2.3 Multiplikation og division

En af de mader man kan finde ud af hvordan man ganger tal sammen pa, er
ved at betragte produktet som et areal. Man finder som bekendt arealet af et
rektangel ved at gange leengden med bredden. Resultatet af et regnestykke

som % : % vil altsa veere arealet af et rektangel, som er % langt og % bredt.

Pa figur 2.4 kan man se resultatet af regnestykket illustreret. Her ses, at
42 8
53 15°
Hvis man ser neermere pa figuren, kan man se at antallet af fyldte rektangler
(resultatets teeller) fas ved at gange de to teellere (4 og 2) sammen. Antallet af

sma rektangler som 1 hel deles op i finder man ved at gange de to nsevnere
(5 og 3). Samlet set er altsa

S
)
(o)

SIS
Wl
(92}
w
—_
(@2}

Breker bliver altsa ganget sammen ved at man ganger teeller med teeller og
naevner med naevner.

*Det er ofte en fordel at forleenge med s&
sma tal som overhovedet muligt, fordi sma
tal simpelthen er nemmere at regne med.

w o

4 1
5

i . i 4.2 _ 8
Figur 2.4: Tllustration af £ - £ = .



Dette regnestykke er udtryk for en generel
regel: Nar man ganger en brgk med dens
omvendte, bliver resultatet 1.

12 Brokregning

Eksempel 2.5 Et par eksempler pa gangestykker:

3 5 35 15
2 7 2.7 14°
4 7 4.7 28
9 11 9-11 99’
15 13 1-5-13 65
3 2 7 3-2.7 42°

Den sidste type regnestykke der gennemgas i dette kapitel, er division. Som
eksempel kan man se pa regnestykket

For at finde ud af hvad dette giver, er det nodvendigt forst at konstatere at®

[\
vl

10

= — = :1
5-2 10

(S, W )
\CH S|

Hvis man tager det oprindelige regnestykke % / % og ganger det med 1, sa
eendrer man ikke noget ved resultatet, dvs. man kunne lige s& godt have
skrevet

Men nar man ved, at % .2 =1, sa kan man ogsa skrive det som

2
4 [2 (2 5
7/ 5 \5 2)°

Reekkefolgen man ganger og dividerer i, er uden betydning. S4 man kan
uden videre flytte parentesen, s& der i stedet star

(/524

Nu stér der inde i parentesen at % skal divideres med % hvorefter man skal
gange med % Da division og multiplikation virker modsat hinanden, gor
det i virkeligheden intet ved tallet %. Man kan derfor i virkeligheden fjerne
det og ngjes med at skrive
4 5
()

Hele vejen igennem er der regnet pa det samme regnestykke. Derfor ma
man kunne konkludere at

4 /2 45

7/ 5 7 2°

Man dividerer altsd med en brgk ved at gange med den omvendte brgk.

som er det samme som % . %



2.4 Hele tal og broker 13

Eksempel 2.6 Et par eksempler:

3 /7 35 15
8/5‘&7_%’
1 /11 15 5
2/ 5 "2 11 22’
7 /3 7 13 91
6/ 13 6 3 18

2.4 Hele tal og breker

Hvis der indgar hele tal i en udregning med breker, sa er den nemmeste
made at regne videre pa simpelthen at lave de hele tal om til breker. Dette
kan man gere ved at give dem neaevneren 1. F.eks. er

8 12 -3

8=, 12 = — 0 -3=—".
1 1 & 1

Herefter bliver regnestykkerne nemmere idet man jo nu kun har breker.
Eksempel 2.7 Som eksempel kan man se pa regnestykket 2 + %. Laver
man 2-tallet om til en brgk, far man

2 3

1 4

For at man kan leegge de to breker sammen, skal de have feelles neevner.
Det kan man fa ved at forleenge % med 4:

V)
N

+>= +

— | N
A~ w
—_
N
NI

W | 0o
A w
N

Resultatet er altsa %.

Eksempel 2.8 Hvis man skal udfere divisionen % / 5, sd laves 5-tallet om

til breken % Saer
4 /5 41 4
3/ 1 3 5 15°

2.5 Lidt om fortegn

Hvis man skal regne med fortegn i brekregnestykker, foregar det pa nejag-
tigt samme made som nar man dividerer, idet en brek kan fortolkes som
en division.

Nar man dividerer et positivt tal med et negativt eller et negativt med et
positivt er resultatet negativt.

Derfor er f.eks.
-6 6

11 -1
Man skriver derfor som regel fortegnet uden for breken, dvs.

6
11°



14 Brokregning

Nar der star et minus uden for breken, betyder det altsa blot at resultatet
er negativt; og da man far samme resultat hvad enten minusset seettes pa
teelleren eller neevneren, er det i princippet ligegyldigt hvor minusset star
sa leenge der kun er ét.

Er der placeret et minus pa bade teeller og naevner, dividerer man to negative
tal med hinanden, og sa bliver resultatet positivt. Altsa
-13 13

-7 7

Hvis man har et leengere gange- og divisionsstykke, kan man afgere forteg-
net for resultatet ved at huske at alle par af minusser »forsvinder«. Hvis
der er et lige antal minusser i regnestykket, bliver resultatet positivt, er
antallet af minusser ulige, bliver resultatet negativt.

2.6 Ovelser

Ovelse 2.1

Skriv billederne om til regnestykker med breker:

Ovelse 2.4
Beregn, og angiv resultatet som en uforkortelig brok.

» EELT T+ T O-0E U T L B
py LI SOOI T T I=CET T I=C T ] 4 7 5 3 12 3
c) —+-—- d) - —-—--
5 3 4 6 16 8
Ovelse 2.2 4 7 12 5 3 2
Beregn og skriv resultatet som en uforkortelig brek. €) 9 6 + 9 f) 7 + 21 14
a) 3.1 b) > + 7 Qvelse 2.5
‘31 ? z ?1 Beregn, og angiv resultatet som en uforkortelig brok.
c) —+-— d) -+ —
49 73 ) 1 3 1
2 5 15 1 a) Z5+7 > b) —>-8+ %
o 242 p 21 3 2 2 3
9 6 4 6
Ovelse 2.6
Ovelse 2.3 Beregn, og angiv resultatet som en uforkortelig brok.
Forkort brgkerne mest muligt.
4
) b 112 ) — 42 2 b) 3. > 7142
a) 22 fakaiad
32 200 14 4 7 13 2 3
63 17 ;.15 1 3 3 2 4
c) — d) — ) 2+-->-32-- d -2+
77 136 4 8 6 7 4 3 5 3



Algebra

Algebra er en samlet betegnelse for de regler der geelder nar man regner
med tal. I matematikken har man nogle gange brug for at regne med tal
hvis veerdi man ikke kender. Sddanne tal kaldes »ubekendte«. I stedet for
det ukendte tal skriver man et bogstav, f.eks. x, y, a eller Al

Hvis man har et regnestykke hvori der indgar tal man ikke kender, kan
man af gode grunde ikke beregne et endeligt resultat. Men man kan nogle
gange forsimple regnestykket, sa man ikke skal regne neer sa meget nar
man endelig far det ukendte tals veerdi at vide.

Idet f.eks.
545+5=3-5,

ved man, at
X+x+x=3-x,

uanset hvilken veerdi x har. Ud fra samme betragtning giver f.eks.
8-8-8-8=28",

at

XXX X=X .

Sa det man anvender de algebraiske regler til, er at forsimple regneudtryk
og formler sadan at de bliver nemmere at arbejde med.

De regneregler man anvender, er som sagt de seedvanlige regneregler for
hvordan man regner med tal. Dette skyldes at bogstaverne jo netop ogsa er
tal. Der er dog en enkelt lille detalje i notationen som er vigtig at vide: I
algebraiske udtryk er det normalt at man ikke skriver gangetegn mellem
storrelser hvis man kan undlade dem og stadig forsta regnestykket.? Derfor
er

4p=4-p
3xy=3-x-y
5w =5 w?
2y3z=2-y3-z
7ab®> =7-a-b?
2x+y)=2-(x+y)
G-x)2-x)=6-x)-(2-x).

15

T matematikken skelner man mellem store
og sma bogstaver - a og A er altsa ikke det
samme tal.

Né&r man regner med tal, er det nedvendigt
at skrive gangetegnene sadan at man kan
skelne 73 fra 7 - 3. Dette er ikke nedvendigt
med f.eks. 7x.



*Nar man treekker fra, geelder der en tilsva-
rende regel.

*Til gengeeld er 3ab og ba ensbenavnte
storrelser idet raekkefolgen man ganger i,
er ligegyldig. Dvs. at ba = ab. Det samme
geelder for eksempel for xy* og y?x; men
ikke for yx* da det her er det forkerte tal
der star i anden potens.

16 Algebra

3.1 Ensbenavnte storrelser

Hvis x og x kan leegges sammen til 2x, kan man ogsa gere folgende:

3 stk. 4 stk.

3x+4x=x+x+x+x+x+x+x=7x.

Er bogstaverne ens, kan man altsa leegge tallene sammen (eller treekke dem
fra hinanden).

Eksempel 3.1 Et par andre eksempler pa, hvordan man legger storrelser
sammen kunne veere

2x +5x =7x
5p2 + 11p* = 16p°
4y +7y +2y =13y
8xy —3xy = 5xy

7w — 15w° = —8w* .

Sterrelser som 2x og 5x kaldes ensbenaevnte. Hvis man har to ensbensevnte
storrelser som er lagt sammen, leegger man dem altsd sammen ved at
leegge tallene sammen.® For at man kan gere dette, skal bogstaverne veere
fuldsteendigt ens. Man kan altsa f.eks. ikke leegge 2a og 4b sammen.

Eksempel 3.2 Da man kun kan leegge led med ensbensevnte storrelser
sammen er

3x =8y +6x =3x+6x—8y =9x —8y
dw+Tu—w+5S5uw=4w—w+7u+5uw =3w+7u + S5uw
—3y+4z+5y—z=-3y+5y+4z—z=2y+3z

4x + 3x% + 2x = 4x + 2x + 3x% = 6x + 3x%.

Som det fremgér af ovenstaende eksempel er 4x og 3x? ikke ensbenaevnte
storrelser. Det er altsa vigtigt, at bogstaverne er fuldsteendig ens, ogsa mht.
en evt. potensopleftning.*

3.2 Parenteser

For at forsimple udtryk anvender man ofte de folgende 3 love der geelder
for addition og multiplikation.

Den kommutativelov: a+b=b+aoga-b=">b"a.

Den associativelov : a+ (b +c¢)=(a+b)+coga-(b-c)=(a-b)-c.
Den distributive lov: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Den kommutative lov siger blot at reekkefglgen er underordnet nar man

leegger sammen eller ganger. Den associative lov viser at nogle parenteser
er ligegyldige. F.eks. er

8x + (3x + 6x) = (8x + 3x) + 6x .
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Parentesen er derfor ligegyldig, og man kunne lige s& godt skrive
8x + 3x + 6x .

Summen af disse tre led er i gvrigt 17x.

[e—— ph ———>f+—— ¢ —>

Star der et »+« foran en parentes, kan parentesen altsa uden videre fjernes.
Det samme geelder ikke hvis der star et »—«. Hvis man vil vide hvad man
skal gore i denne situation, far man brug for den distributive lov.

[—— Q@ —»|

Den distributive lov kan man argumentere for vha. figur 3.1, og den viser
altsd hvordan man skal gange et tal med en sum. ‘

b+c—

Hvis man husker, at —x = (—1)x, kan man udlede at Figur 3.1: Hele arealet af rektanglet er a -
(b + ¢), men man kan ogsa beregne arealet
a-(b+c)=a+(-1)(b+c)=a+ (_l)b + (_1)C =a-b-c. som summen af de to sma rektangler, dvs.

a-b+ a-c. Dette betyder at der ma geelde

Nér der stér »—« foran en parentes, si kan man altsa fjerne parentesen ved (b+c)=a-b+a-c

at eendre fortegn pa alle leddene inde i parentesen.

Eksempel 3.3 Et par eksempler p& hvordan man heever parenteser kunne
veere

x+(8—-2x)=x+8—2x,
8y—(y+3)=8y—-y-3,
5t+ (6 +2t) =5t+ 6+ 2t
Tp—(1—6p)=Tp—1+6p.

Hvis man skal gange en sterrelse pa en sum, anvender man ogsa den
distributive lov.

Eksempel 3.4 Et par eksempler pa hvordan man ganger et tal med en
sum eller en differens, er

2(x+5)=2x+2-5=2x+10,
x—85+x)=x+(-8)-5+(—8)x =x—40—8x,
yB+y)=3y+y*.

Et lidt mere avanceret eksempel er
5—ab(3b+a)=5+(—ab)-3b +(—ab)a=5—ab-3b —aba
=5—3abb — aab =5 —3ab* - a*b .
En sidste ting der kunne veere interessant at vide, er hvad der sker nar man

ganger to summer sammen; som f.eks. (a + b) - (¢ + d). Her anvendes den
distributive lov to gange, sa man far

(a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.

Som man kan se, ganges alle led i den forste parentes altsa med alle led i
naeste parentes. Dette kan ogsa illustreres pa felgende made:

(a+b)-(c+t+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.
N~

Alle disse regneregler for parenteser kan sammenfattes i felgende seetning.
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For udregninger med parenteser geelder folgende:

a+(b+c)=a+b+ec.
a—-(b+c)=a-b—c.
a-(b+c)=a-b+a-c
.(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.

Bow N e

At sztte uden for parentes

Nogle gange kan det veere en fordel at lzese den distributive lov »baglens«.
Seetning 3.5(3) bliver derved til

For de tre tal a, b og c geelder
a-b+a-c=a-(b+c).

Det man gor for at omskrive udtrykkene pa denne made, er at identificere
en storrelse der gar op i alle led. F.eks. er

12x+ 18y =6-2x+6-3y =6-(2x + 3y) .
Eksempel 3.7 Flere eksempler pé at »seette uden for parentes« er

5x+ 15y =5x+5-3y =5-(x+3y),
Ta+ab=a(7+Db),
3pq —5pq” =3pq—5pq-q=pq-(3-59).
Eksempel 3.8 Et avanceret eksempel, hvor det viser sig, at man kan seette
2xy uden for parentes, er
2x2y + 4xyz —6xy =2xxy +2-2xyy —3-2xy
=2xy-x+2xy-2y—2xy-3=2xy(x+2y—3).

Eksempel 3.9 Man kan fa brug for at seette uden for parentes, nar man
skal forkorte en brek. Et eksempel kunne vaere

6x+9 3-(2x+3) 3-(2x+3)/3 2x+3
12 12 B 12/3 T4

3.3 Toleddede storrelser

Sterrelser som (a + b)? og (a — b)? kaldes kvadratet pd en toleddet storrelse.

De hedder séddan fordi man tager kvadratet pa en storrelse der bestér af to
led.

Nar man ganger to parenteser sammen, ganger man alle led i den ene
parentes med alle leddene i den anden. Hvis nogle af leddene er de samme
er der mulighed for at reducere udtrykket.
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Man far sé for de to kvadrater at’
(a+b)¥=(a+b)-(a+b)=aa+ab+ba+bb=a’+0b?+2ab,

og
(a—b)? = (a—b)-(a=Db) = aa+a(=b)+(=b)a+(=b)(—=b) = a*+b*—2ab .
Hyvis fortegnene i de to parenteser er forskellige, har man ikke et kvadrat pa

en toleddet storrelse. Men resultatet af en sadan multiplikation er alligevel
interessant for man far

(a+b)-(a—b)=aa+(=b)a+ba+(-b)b =a*-b>.

Leeser man nu disse udregninger fra hejre mod venstre, far man en mate-
matisk seetning der forteeller hvad der skal til for at noget kan omskrives
til et kvadrat pa en toleddet storrelse.

Man kan lave folgende omskrivning til et kvadrat pa en toleddet
storrelse:

1. a®> + b%? +2ab = (a + b)>.
2. a®>+b%—2ab = (a—b).
En differens mellem to kvadrater kan skrives om til et produkt:

3. a>=b>=(a+b)-(a-b).

Her folger et par eksempler pa anvendelser af formlerne:
Eksempel 3.11 Man kan leese formlerne fra hgjre mod venstre og beregne
(x+4)=x*+4°+2x-4=x*+16+8x,
(6—pP =6"+p>—2-6p=36+p°—12p,
(t-3)-(t+3)=t*-32=t*-9,
(8x — 2y)* = (8x)* + (2y)* — 2- 8x - 2y = 64x° + 4y* — 32xy .

Men formlerne er mest interessant nar man leeser dem fra venstre mod
hgjre. Sa kan man nemlig regne som i de neeste to eksempler.

Eksempel 3.12

49+ Mdx=x2+ 72 +2-Tx = (x+7)%,
4p* —25¢° = (2p)* — (59)* = (2p + 59) - (2p — 59) ,
94% +36 —36a=(3a)’+6°—2-3a-6=(3a—6)°.
Eksempel 3.13 Afog til kan man forkorte breker, der ikke ser umiddelbart
forkortelige ud. F.eks. er
x*+25—-10x (x—5?% x-5
4x—-20  4(x—-5) 4

’I de folgende udregninger bliver det udnyt-
tet flere steder at ab = ba.
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3.4 Ovelser
Qvelse 3.1 Qvelse 3.5
Reducer folgende udtryk mest muligt: Reducer udtrykkene sa meget som muligt.

a) 4(2x +7y) —5(—2y + 4x) + 3(-3x — 5y)
b) 6(4a+7b—5)—3(8a+8b—2)+(a—2b+3)-9

a 5a 3a

a) 4(a+5b)+7Ba+b)

b) x(y+3)—y(x—-6)

c) 17x — (14x — (7x + 2)) 2 8 4
d) 18x + 2 _ 5x—1
d) (6x —5y)(3x —10) — (2x + 7)(9x + 4y) 4y 3y
e) 4(2x +7y) —5(=2y + 4x) + 3(=3x — 5y) 0 14a’b’c
21a°bct
Ovelse 3.2
Reducer folgende udtryk: Ovelse 3.6
Reducer folgende udtryk sa meget som muligt.
a) 2(x+3)—4x a) 4x — 6y + 2(x + 3y)
b) 6(7+a)—(3—a) b) x(x +2y) - (x + y)*
2.4
c) 12(a—b)+6(5b — a) <) 12xy”
3xy

d) 27(c—3z)—(—4+¢)
Dvelse 3.7

2
e) —2(c+h*)+h(4-c) Reducer udtrykkene mest muligt.

12 6
f) %—7 a) 2x—3)-5+9-(y—x)+3-(5-3y)
25x% — 5x
6x + x 25x° = 5x
g) y+2(y+3) ) o2
a\? 5a
c) 4b~(—) +
Avelse 3.3 b b

Nedenfor ses 6 forskellige omskrivninger. Der sker det
samme i alle 6 tilfzelde. Prov at gennemskue hvordan Ovelse 3.8 . )
der skrives om, og prev at formulere en generel regel Reducer brekerne si meget som muligt.

pa baggrund af dine observationer.

10a°bc Tx*y'z
4a*b?c 49x3yz2
a) 3x+3y=3(x+y)
b) 6a+3b=302a+b) Avelse 3.9

Seet pa feelles brekstreg og reducer mest muligt.

c) 7c+14=7(c+2) " 5 )
x 5x 2x

d) 14y+7=7Cy+1) ) 5ttt
e) 2x+4y*+18z = 2(x +2y* + 9z2) b) 3£+£_3
3¢ 8q
f) 3ab + 6ab? +9a’b = 3ab(1 + 2b + 3a) ) a-(2b-9) a-(b-5 a+({b-4)
¢ a—2b a—2b a—2b
Ovelse 3.4
Seet s& meget som muligt uden for parentes. Qvelse 3.10

Udregn vha. kvadratet pa en to-leddet storrelse
a) 3x —x’ b) 12p* —6pq a) (x+7) b) (2x —3)
c) a*b —3a+ 7ab? d) 4xy - 6x?y + 2xy? c) (3g+2) d) (5p% - 3x)?



Ligninger

En ligning bestar af to regnestykker adskilt af et lighedstegn. Lighedstegnet

skal forstas som en pastand om at de to regnestykker giver samme resultat.

I mindst ét af de to regnestykker indgér et ukendt tal (den ubekendte).! En
losning til ligningen er et tal som ger pastanden sand nar det star pa den
ubekendtes plads.

Eksempel 4.1 Et eksempel pé en ligning er
S5x —9=2x.

Ligningen bestar af de to regnestykker 5x — 9 og 2x. Pastanden er at disse
to giver samme resultat.
x = 3 er en lgsning til ligningen idet de to sider af ligningen giver

5-3—9=6 (venstre side, 5x — 9),
2-3=6 (hajre side, 2x),

nar man seetter 3 ind pa x’s plads. De to regnestykker giver altsd samme
resultat nar x = 3.
x =7 er derimod ikke en lgsning fordi
5:-7-9=36,
2:-7=14.

Her giver de to sider altsa ikke samme resultat.

4.1 Ligningslesning

At lose en ligning bestar i at finde frem til de tal som er lesninger til
ligningen.? Dette findes der forskellige teknikker til.

De to sider af ligningen er to regnestykker som giver samme resultat hvis
man indseetter en lgsning pa den ubekendtes plads.

F.eks. er
2:44+3=11 og 5:-4—-9=11,

hvilket vil sige at x = 4 er en lgsning til ligningen®
2x +3=5x—-9. (4.1)

21

'Der kan godt vere flere ubekendte i en
ligning; men i det simpleste tilfeelde er der
kun én.

?Man kan sagtens have ligninger som har
mere end én lesning; ligesom man ogsa kan
have ligninger som slet ikke har lesninger.

Begge sider giver 11, nir man satter 4 ind

pa x’s plads.



“Hele pointen med omformningerne er alt-
s at komme frem til en ligning der giver
lgsningerne direkte.

*Man mé dog ikke gange med 0 idet lignin-
gen sa reduceres til 0 = 0 hvilket altid er
rigtigt — og dermed er muligheden for at
finde lgsninger til den oprindelige ligning
forsvundet.

®Tegnet < viser at de to pastande som stér
pa hver side af pilen, betyder det samme;
dvs. at det ene er sandt hvis det andet er
sandt og omvendt.
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Men ligningen

2x+3+9=5x—-9+9
ma have den samme lgsning. Det er godt nok ikke de samme to regnestykker
som for, sa resultatet pa hver side er ikke leengere 11; men de to sider ma

stadig veere ens da det er det samme tal der er blevet lagt til pa begge sider.
Nér man seetter x = 4 far man

2:44+3+9=20 og 5:4-9+9=20.

Hvis man leegger det samme tal til pa begge sider af en ligning, far man
alts& en ny ligning; men det er én der har den samme lgsning som den
gamle.

Generelt geelder der folgende seetning.

Hvis man udferer den samme regneoperation pa begge sider af en
ligning, far man en ny ligning med samme lgsning.

Sa ligningen (4.1) kan f.eks. lgses ved at udfere folgende omformninger:

2x+3=5x—-9
2x+34+9=5x—-94+9

Ligning (4.1)
Der er lagt 9 til pa begge sider.

2x + 12 =5x Begge sider er reduceret
2x+12—2x =5x — 2x 2x er trukket fra pa begge sider.
12 = 3x Begge sider er reduceret.
12 3x
5 =3 Der er delt med 3 pa begge sider.
4=x Begge sider er reduceret.

Den sidste linje er i princippet ogsa en ligning; men det er en ligning som
det er nemt at finde lgsningen til. Lasningen til ligningen 4 = x er nemlig
x = 4 - og dette er s ogsa lesningen til den oprindelige ligning.*

Man ma udfere preecis den regneoperation man har lyst til; man skal blot

huske at gore det samme pa begge sider.’

Nar man udferer en regneoperation pa begge sider af en ligning, er det
vigtigt at huske at man skal udfere regneoperationen pa hele siden, og ikke
kun pa en del af den. Et par eksempler folger:

Eksempel 4.3 Hvis ligningen %x + 3 = 8 skal ganges med 2 pa begge
sider, skal man huske at sette en parentes:

Ix+3=8 o6
2-(Ix+3)=2-8 &
X+6=16.

Regner man feerdig, finder man lgsningen x = 10.
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Eksempel 4.4 Vil man lese ligningen x? + 4 = 13, kunne man fristes til
at forsege at tage kvadratroden forst. Herved far man

x*+4=13 < Vx2 +4 =13

Her kan man ikke reducere venstre side idet man skal leegge sammen inden

man tager kvadratroden — og det kan man ikke fordi man jo ikke kender x.

I stedet er det god idé at treekke 4 fra forst, sa man far:
¥*+4=13 o  x*=9.

Denne ligning kan nemmere lases. Den har de to lgsninger x = —3 og
x =37

At gore prove

Hvis man far en lesning til en ligning serveret, eller man har lost en ligning
og gerne vil checke om der nu ogsa er tale om en lgsning, kan man »gere
prove«.

At gore prove bestar i al sin enkelhed i at indszette den lesning man vil
efterpreve, pa hver side af ligningen og se om man far samme resultat.

Eksempel 4.5 Er x = 2 en lgsning til x> -3 =2-x + 1?
Venstre side af ligningen giver
2°-3=8-3=5.

Hojre side giver
2:2+1=4+1=5.

Da de to sider giver samme resultat nar x = 2, er det en lgsning til ligningen.

Eksempel 4.6 Er x = 3 en lgsning til ligningen % =57

Venstre side giver
4-3 12

3+1 4
Da dette ikke er lig 5 som hgjre side gav, er x = 3 ikke en lgsning.

3.

Hvad sa med x = —5? Her giver venstre side

=5+1 —4

4-(-5 -20
(-5) 20 _,
Dette er lig med hejre side, sa x = 5 er en lgsning til ligningen.

4.2 Nulreglen

Hvis man ganger med 0 bliver resultatet altid 0. Men man kan omvendt
ikke gange to tal som begge er forskellige fra 0, med hinanden og fa 0 som
resultat.

Er resultatet af et gangestykke 0, m& mindst et af tallene der indgar i
gangestykket, derfor veere 0. Dette kan formuleres som en seetning.

"Husk at (—3)? = 9 idet produktet af to ne-
gative tal er positivt. Derfor er x = —3 ogsa
en lgsning til ligningen.



8Tegnet V, som benyttes herunder, betyder
»eller«.
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Hvis et produkt giver 0, er mindst én af faktorerne 0:%
a-b=0 < a=0Vv b=0.

Hvis den ene side af en ligning er 0, og den anden er produktet af to
storrelser, kan man bruge nulreglen til at lose ligningen.

Eksempel 4.8 Hvad er lasningerne til ligningen (x — 3) - (x + 2) = 0?

Pa hgjre side star der 0, og pa venstre side produktet af de to sterrelser
x — 3 og x + 2. Ifolge nulreglen er mindst én af disse to sterrelser 0, dvs.

x—3=0 eller x+2=0,
hvilket giver de to lesninger
x=3 eller x=-2.
Eksempel 4.9 Ligningen (x +2)(x —4)(x + 1) = 0 loses pa folgende made:

(x+2)(x—4)(x+1)=0 <
x+2=0 VvV x—4=0 Vv x+1=0 <

x=-2 V x=4 VvV x=-1.
Med lidt gvelse kan man hurtigt finde disse losninger ud fra den oprindelige
ligning.
Det er nogle gange muligt at bruge nulreglen hvis man kan skrive den ene
side af ligningen om til et produkt.
Eksempel 4.10 Ligningen x? — 5x = 0 kan loses pa folgende made:
Forst seettes x uden for en parentes
x-(x—5)=0,
og derefter bruger man nulreglen
x=0 Vv x-5=0.

Ligningen har altsa de to lesninger

4.3 To ligninger med to ubekendte

I de foregaende to afsnit er der kun set pa ligninger der indeholder én
ubekendt. Et eksempel pé en ligning, der indeholder flere ubekendte, kunne
veere

3x—y=4.

Her er der to ubekendte, x og y. Hvis man har én ligning med to ubekendte,
er der i princippet uendeligt mange par (x, y) af lesninger til ligningen.
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F.eks.

x=5y=11: 3.5-11=4
x=1y=-1: 3-1-(-1)=4.

Hvis man har to ligninger med to ubekendte, er der derimod ét talpar som
loser begge ligninger.’
Eksempel 4.11 De to ligninger
5x—y=3 og 2x+4y=10
har lesningen x = 1 og y = 2, fordi

5:1-2=3 og 2-1+4-2=10.
Der findes ingen andre veerdier af x og y der lgser begge ligninger samtidig.

To ligninger med to ubekendte kaldes ogsé et ligningssystem. Ligningssy-
stemet i eksemplet ovenfor havde én lesning. Man kan godt komme ud for
ligningssystemer som har flere lgsninger.

Eksempel 4.12 De to ligninger
x+y=2 og 3x+3y=6,

har ikke én lgsning.

Det skyldes, at man kan komme fra den forste ligning til den anden ved at
gange med 3 pa begge sider. De to ligninger har derfor preecis de samme
lesninger, og et par (x, y), der opfylder forste ligning, opfylder derfor ogsa
den anden.

I eksemplet sés et ligningssystem, som havde uendeligt mange lgsninger.
Man kan ogsa have et ligningssystem hvor der ingen lesninger er.

At lase to ligninger med to ubekendte bestar i at finde frem til de(t) talpar
der lgser ligningssystemet. Her findes der to metoder.
Substitutionsmetoden

At lgse to ligninger med to ubekendte vha. substitutionsmetoden bestar
i det folgende: Man finder et udtryk for den ene ubekendte vha. den ene
ligning som man derpa indseetter i den anden ligning. Herved opstar der
en ligning med kun én ubekendt.

Eksempel 4.13 For at lgse dette ligningssystem
2x+y=7 og 5x—-3y=12
kan man isolere y i den forste ligning. Det giver

2x+y=7 o y=7-2x. (4.2)

?Der er enkelte undtagelser, disse er beskre-
vet nedenfor.
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Dette udtryk indseetter man i den anden ligning
5x—3y=12 = 5x-3(7-2x)=12.
Den ligning kan man nu lgse:

5x —3(7 — 2x) = 12
5x — 21+ 6x = 12

11x—-21=12
11x =12+ 21

11x =33

x=3.

Fra (4.2) har man at y = 7 — 2x, dvs.
y=7-2-3=1.

Losningen til ligningssystemet er altsa x =3 og y = 1.

Tegnet A som bruges nedenfor, betyder ~Eksempel 4.14 Ligningssystemetlo

»og«. Dette skal forstas som »bade og«, dvs.
de to ligninger pa hver side af A skal geelde x+y=5 A y2 -9,

pa samme tid.

kan lgses ved forst at lose den sidste ligning:
y2=9 < y=-3Vy=3.

Til hver af disse veerdier af y herer en veerdi af x.

Den forste ligning i ligningssystemet kan omskrives til x = 5 — y hvilket
giver disse to x-veerdier:

y=-3 = x=5-(-3)=38
y=3 = x=5-3=2.

Ligningssystemet har altsa lesningerne
(x=2 A y=3) \% (x=8 A y=—3).

Lige store koeflicienters metode

En anden metode til at lose to ligninger med to ubekendte er »lige store
koefficienters metode«. Denne metode virker kun hvis de to ligninger kan
skrives pa formen

ax+by=c,

UTallene a og b kaldes koefficienter til x og  hvor a, b og c er tre tal 1!

y — deraf navnet pa metoden.
Ideen i metoden er at omskrive ligningssystemet sidan at enten x eller y har

samme koefficient i de to ligninger. Herefter kan man traekke ligningerne
fra hinanden og fa en ny ligning hvori kun den ene ubekendte optraeder.

Metoden illustreres bedst med et eksempel.
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Eksempel 4.15 Her ses pé ligningssystemet

3x+y=11
—2x+5y =21

For at finde en lgsning ganger man ferst den overste ligning med 5 pa
begge sider. Sa far man

15x + 5y =55
—2x+5y =21
Treekker man disse to ligninger fra hinanden,'? fas den nye ligning "2Grunden til at man ma treekke to ligninger
fra hinanden, er at hgjre og venstre side af
(15x +5y) — (=2x + 5y) = 55 — 21 en ligning er samme tal. Man treekker derfor
det samme tal fra pa begge sider.
som kan reduceres til
17x =34.

Losningen til denne ligning er x = 2.

Nar man kender x, kan dette indseettes i én af ligningerne fra det oprindelige
ligningssystem, her veelges 3x + y = 11:

3:24y=11 < y=5.
Losningen til ligningssystemet er derfor x = 2 og y = 5.

I ovenstaende eksempel var det nok at omskrive den ene ligning. Nogle
gange er det nedvendigt at omskrive begge.

Eksempel 4.16 Ligningssystemet

5x —4y =22
—2x+8y =4
omskrives ved at forleenge den gverste ligning med 2 og den nederste med
5:13 BBemerk, at man forleenger hver ligning
10x — 8y =44 med koefficienten til x fra den anden lig-
. ning.
—10x + 40y = 20

Her har koefficienterne til x modsat fortegn, sa derfor leegger man lignin-
gerne sammen i stedet for at treekke fra:

(10x — 8y) + (—10x + 40y) = 44 + 20 .
Ligningen reduceres og loses:

32y =64 < y=2.

Dette indsaettes i den forste af de oprindelige ligninger, 5x — 4y = 22:

5x—-4-2=22 o 5x=30 e x=6.

Losningen til ligningssystemet er altsa x = 6 og y = 2.
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4.4 Ovelser

Ovelse 4.1
Los ligningerne

a) 7x—3=9+x.
c) 4x—3=8x—19.

x—1

=x+5.

e)

Ovelse 4.2
Les ligningerne

a) 3x+18)—-7=0GBGx+1)—4
b) 6x—(x+5)=3x+(x—28)

c) 3(t—4)=2t+6
d) 8(x—8)=2x+38
e) 3+(2s—5)=6
f) 3(g+3)=2(4+q)

g) 5—(8x —7)+ 18x = 31x — (90 + 28x) — 45

Ovelse 4.3
Les ligningerne

20
=

a) 5

8
) ——-7=17
x

9
e =3
)x—l

Ovelse 4.4
Los ligningerne

QOvelse 4.5

Ovelse 4.6
Los ligningerne

b) 4'(2x_3):12. a) x3:27

d —x+12=2

3 c) x°=1,61051

4 _
£) 2(3x +4) = 4x — 2. e) x' =67

Ovelse 4.7
Los ligningerne

a) x°>—3=29
c) 5x% =320
e) 2x°—5=11

Ovelse 4.8

Los folgende ligninger:

a) x(x+2)=0

b) (x+3)(x—-1)=0
c) 2tx+7)x=0
d 2x-49)(Bx+12)=0

Ligninger
b) x? =64
d) x"=-1
f) x3=-13
b) x*+4=20

d) 0,1x* = 240,1
f) 6x?+4=176

10
b) - +3=8 e) (x+6)(x—1)Bx+6)x =0
d) 20 =5 f) x2—6x=0
x+1
f) 16 —3=1 Ovelse 4.9
x+5 Los hvert af folgende ligningssystemer:
X—y=2 xX+5y=5
IR b) Y
x+y=10 y=2
Yy
c
d) §+§:14 2x —4y = -2 —3x+2y=-1
3x+4y =7 2a+4b = -2
f) 37))_1:15 e
5 10 2x —4y =2 7a—3b =44
Dvelse 4.10

Isoler q i formlen a = 3q — qa + 5. For hvilken veerdi af Hvilket tal giver det samme resultat ved at leegges til 7,

a kan det ikke lade sig gore?

som ved at ganges med 7?



Funktioner

En funktion i matematik er en form for regneoperation. Man kan beskrive
en funktion som en slags maskine der til ethvert input giver et bestemt
output — dvs. en funktion er en sammenheaeng mellem tal.

Pa figur 5.1 er det vist hvordan funktionen »gang tallet med 2 og leeg 1 til«
opferer sig. Man kan se hvilket output man far for 4 forskellige tal.

Fordi det er besveerligt at beskrive funktioner pa denne made, har man
fundet pa en matematisk notation der ger det nemmere. Funktionen selv
betegnes med et bogstav, f.eks. f.Istedet for »gang tallet med 2 og leeg 1 til«
kan man altsé skrive f. Bogstavet f indeholder i sig selv ingen information
om hvad funktionen f ger. Hvis man vil forklare det, kan man skrive en
sakaldt forskrift op:

fx)=2-x+1.

Denne notation betyder, at hvis man sender et tal, x, gennem funktionen
f, skal man ggare det ved tallet som er beskrevet pa hejre side. f(x) leeses
» f af x«, og parentesen skal altsa ikke forstas som en regneparentes, men
en angivelse af at det er tallet x som sendes gennem funktionen f. Det tal
man far ud af regneoperationen kaldes funktionsveerdien.

Eksempel 5.1 Her ses pa funktionen f(x) =3-x—7.
Funktionsveerdierne f(—1) og f(4) beregnes saledes:

f(-1)=3-(-1)-7=-3-7=-10
f(4)=3-4-7=12-7=5.

Det er her vigtigt at bemeerke at x’et i funktionsudtrykket f(x) egentlig
bare er en »pladsholder«, dvs. det viser hvor man skal erstatte med tal nar
man beregner en funktionsveerdi. Faktisk kan man ikke kun seette tal ind pa

x’ets plads, man kan ogsa seette andre variable ind - eller hele regneudtryk.

Eksempel 5.2 Her ses igen pa funktionen f(x) = 3-x—7. Men nu beregnes
f(#) og f(x — 1), dvs. man skal sette hhv. t og x — 1 ind i stedet for x:

f)=3-t-7
fx-1)=3-(x-1)-7=3-x-3-1-7=3-x—-10.

Hvis man sender et variabeludtryk gennem en funktion, far man altsa et
variabeludtryk ud igen.

29

Input Output

7
H

Figur 5.1: Funktionen »gang tallet med 2
og leeg 1 til«.
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Hvis man omvendt kender funktionsveerdien, kan man finde ud af hvilken
veerdi af den uafheengige variabel der giver denne funktionsveerdi. Dette
kan man gere ved at lose en ligning som i felgende eksempel.

Eksempel 5.3 Hvornar antager funktionen g(x) = 2x + 1 veerdien 17?

Svaret pa dette spergsmal finder man frem til ved at lese ligningen g(x) =
17. Det gores pa folgende made:

glx) =17 <
2x+1=17 o
2x =16 <

x=38.

Svaret pa spergsmalet er altsa, at g(x) = 17 nar x = 8.

5.1 Variable og grafer

En funktion er altsd en regneoperation der tager et input x og giver et
output f(x). Fordi tallet x kan variere, kalder man dette tal for en variabel.
Da det kan variere frit kaldes det ogsa en uafhaengig variabel. Output fra
funktionen, dvs. f(x), er ogsa en variabel, men da denne variabels veerdi
afheenger af det valgte input, kalder man den for en afhaengig variabel (idet
dens veerdi atheenger af den valgte veerdi af x).

En funktion viser altsa pa sin vis sammenheengen mellem en uafhaengig
og en afheengig variabel. En sddan sammenhzeng kan illustreres pa flere
forskellige mader, nemlig vha.

« en tabel hvor sammenhgrende veerdier af to (eller flere) variable vises
side om side,

« en model, dvs. en funktionsforskrift der beskriver sammenhaengen,
eller

« en graf som kan vise hvordan veerdien af en variabel afheenger af en
anden.

Eksempel 5.4 Tabel 5.2 viser nogle veerdier af den uatheengige variabel,

Tabel 5.2: En tabel over funktionen k. og de tilhgrende funktionsveerdier for funktionen h.
_— Det er klart at en sadan tabel ikke kan give al information omkring funk-
x  h(x) tionen h, for hvad er f.eks. h(1) eller h(7)? En funktionsforskrift vil give
-3 14 mere information. Det er dog ikke sikkert at en sadan altid kan findes.
-1 6

I dette tilfeelde er det dog muligt at finde en funktionsforskrift der passer
2 6 pa tabellen, nemlig
5 18 h(x)=—4-x+2.

Nar man har denne kan man nemt beregne f.eks.
h(1)=—4-1+2=-2 og h(l)=—-4-7+2=-26.
P4 denne made kan man udvide tabellen med alle de veerdier man vil.

Hvis man har en funktion kan sammenhgengen altsa illustreres med en
forskrift eller en tabel, men man kan ogsa tegne en graf.
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Koordinatsystemer

Et koordinatsystem kan forstas som en slags net der leegges ud over planen,
og som man bruger til at beskrive hvor punkter befinder sig.

Man starter med at tegne to akser, forste- og andenaksen (ofte kaldet x- og
y-aksen), der star vinkelret pa hinanden. De to akser er tallinjer der skeerer
hinanden i deres nulpunkter, jf. figur 5.3. Skeeringspunktet mellem de to
akser kaldes origo.

Et punkt i et koordinatsystem befinder sig altid lodret ud for et tal pa
forsteaksen og vandret ud for et tal p&4 andenaksen. Disse to veerdier kaldes
punktets forste- og andenkoordinat. Et punkt bestar altsa af et sakaldt koor-
dinatseet (x, y), der forteeller, hvor punktet befinder sig i koordinatsystemet
(se figur 5.3). Origo har f.eks. koordinaterne (0, 0).

Fra forskrifter til grafer

En tabel kan indtegnes i et koordinatsystem som en raeekke punkter ved at
lade forstekoordinaten svare til den uafheengige variabel og andenkoordi-
naten svare til den tilherende veerdi af den atheengige variabel.

Eksempel 5.5 Tabellen over funktionen h fra eksempel 5.4 viser sammen-
heengen mellem elforbrug og pris. Tallene fra tabel 5.2 kan omskrives til
en reekke punkter:

(-3,14), (-1,6), (2,-6) og (5—18)

hvor ferstekoordinaten x, og andenkoordinaten er A(x). Disse punkter kan
derefter indseettes i et koordinatsystem, se figur 5.4.

Punkterne skal herefter forbindes med en bled kurve. I dette tilfeelde kan
man dog se at punkterne ligger pa en ret linje, s& grafen bliver den rette
linje der gar gennem de fire punkter.

Nar man tegner grafen for en funktion, udregner man i princippet alle
punkter (x, y) pa grafen ved at beregne y = f(x) for alle x-veerdierne, og
derefter afseetter man disse punkter i et koordinatsystem. I praksis vil man
dog ngjes med at beregne nogle af punkterne og forbinde disse med en
bled kurve, som i eksemplet ovenfor. Hvis man ved at grafen er en ret linje,
behever man dog kun to punkter for at kunne tegne grafen.

Eksempel 5.6 Grafen for funktionen f(x) = —2-x+5 er en ret linje. Hvis
man vil tegne denne graf skal man derfor bruge to punkter pa grafen. Man
kan beregne

f)=-2-1+5=3
f@)=-2-2+5=-1.

Ud fra disse to beregninger kan man se at punkterne (1, 3) og (2, 1) ligger
pa grafen. Man kan sa tegne grafen vha. disse to punkter, se figur 5.5.

Vil man have et overblik over hvordan en funktion opferer sig, kan det
altsa veere nyttigt at tegne dens graf.

A(2,4)

4

B(-3,2)

l 4

i (1
-3 1 2 4
-2
C(4,-2)

Figur 5.3: De tre punkter A(2,4), B(-3,2)
og C(4,—2) indtegnet i et koordinatsystem.

Figur 5.4: Data fra tabel 5.2 indsat i et ko-
ordinatsystem. Grafen er herefter tegnet ud
fra punkterne.

)

(1,3)

1+ 2,1

1)

Figur 5.5: Grafen for y = =2 - x + 5.
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Eksempel 5.7 Her ses pa en funktion
f)=—1-x+4.

Grafen for funktionen kan tegnes ved at beregne y-veerdierne

\ y:_%.x+4,

(2,3)
3 og den kan ses pa figur 5.6.
L Som det kan ses pa figuren gar funktionens graf igennem punktet (2, 3),
| ) dvs.
12 f(2)=3.
Figur 5.6: Grafen for f(x) = —1 - x +4. Dette kunne man ogsé have regnet ud ved at indseette 2 i funktionen f:

f@=—3-2+4=-1+4=3.

Men det kan altsa ogsa afleeses direkte pa grafen.

5.2 Ovelser

Ovelse 5.1 Ovelse 5.4
»Overset« folgende regneopskrifter til en funktionsfor- En sammenheeng mellem x og y er givet ved tabellen

skrift.

a) Leeg fire til tallet. xx -2 -1 0 1 3 6
b) Gang tallet med to, og leeg fem til. y: 11 9 7 5 1 -5
c) Gang tallet med en tredjedel og treek én fra.
d) Gang tallet med —7 og leeg 9 til. a) Afszt tabellens data som punkter i et koordinat-
system.
Ovelse 5.2
En funktion f er givet ved b) Tegn den graf der ser ud til bedst at passe pa
punkterne.
fx)=3-x-2.
c) Brug grafen til at bestemme f(4).
Beregn folgende funktionsveerdier
d) Brug grafen til at lgse f(x) = 15.
a) f(0) b) f(4) o f(=1)
d) f(3) e) f(t) f) fu+4) Ovelse 5.5
En lineser sammenheng mellem x og y er givet ved
Ovelse 5.3 ligningen
En funktion g er givet ved y=2-x—3.
glx)=—x+6.
. a) Bestem pa baggrund af ligningen to punkter der
Los folgende ligninger ligger p4 grafen.
a) g(x)=5 b) g(x)=0

b) Afseet de to punkter i et koordinatsystem og tegn
o) glx)=-7 d g =13 grafen.
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De funktioner der blev omtalt i det foregaende kapitel, er alle sakaldt linezere
funktioner. Graferne for denne type funktioner er altid rette linjer. Den
folgende definition angiver hvad der skal geelde for at en funktion kaldes
lineeer.

Definition 6.1

En lineser funktion er en funktion af typen

f(x)=a-x+b,

hvor a og b er to konstanter.!

Grafen for en linezer funktion er en ret linje. Der er en direkte sammenheng
mellem de to tal a og b og linjens udseende.

6.1 Heaeldning og skeering med akserne

Det er muligt at afleese veerdierne af tallene a og b ved at se pa funktionens
graf. Der geelder nemlig folgende seetning.

For den linezere funktion f(x) = a- x + b geelder:

1. Hvis x vokser med 1, vil funktionsveerdien vokse med a.

2. Funktionens graf skeerer andenakseni b.

Bevis
Nar x vokser med 1, vokser funktionsveerdien fra f(x) til f(x + 1). Funk-
tionsveerdiens tilveekst bliver sa

fx+1)-f(x)=(a-(x+1)+b)—(a-x+b)=a-x+a+b—a-x—b=a.

Pa andenaksen er x = 0, dvs. grafens skeering med andenaksen er

f(0)=a-0+b=b. ]

For grafen for en lineser funktion f geelder altsa at f(x) vokser med et fast
tal (a) hver gang x vokser med 1. Dette er &rsagen til at denne type funktion
har en graf som er en ret linje. Jo starre a er, jo hurtigere vokser f(x),

33

'En konstant er en storrelse hvis veerdi ikke
eendrer sig, dvs. der er tale om et fast tal.



?En koefficient er en konstant, som er ganget
pé en variabel.

0]

a=1

\ i 1)
-2
! a=—3

Figur 6.1: Afleesning af tallene a og b.

o

3Med mindre linjen falder sammen med
forsteaksen, for sa har den uendeligt mange
punkter feelles med denne.

“Husk at alle punkter pa forsteaksen har for-
men (x,0), og alle punkter pa andenaksen
har formen (0, y).
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og linjen bliver s& mere stejl. Tallet a kalder man derfor for funktionens
haeldning eller heeldningskoefficient.”

Hvis a er et negativt tal, aftager f(x) nar x vokser, og linjen vil derfor
heelde den anden vej; dvs. der er tale om en aftagende graf.

For den linezere funktion f(x) = a- x + b forteeller heeldningskoeffici-
enten a felgende:

1. Hvis a > 0 er linjen voksende.

2. Hvis a < 0 er linjen aftagende.

Eksempel 6.4 Pa figur 6.1 ses graferne for to linezere funktioner f og g.

Grafen for f skeerer andenaksen i —2, og nar man gar 1 til hgjre, skal man
géa 1 op for at finde grafen igen, dvs. heeldningskoefficienten er a = 1.

Funktionen f har derfor forskriften f(x) = 1-x + (—2), hvilket reduceres
til
f(x)=x-2.

Grafen for g skeerer andenaksen i 1, og gér man 1 ud langs fersteaksen,
skal man ga 3 ned ad andenaksen, dvs. heeldningen er —3. Funktionens
forskrift er derfor

gx)=-3-x+1.

I det specielle tilfeelde hvor heeldningskoefficienten for en linezer funktion
er 0, er funktionen konstant; dvs. grafen er parallel med forsteaksen. En
sadan graf har af gode grunde ingen skeeringspunkter med forsteaksen.?

En lineeer funktion med en heeldningskoefficient der ikke er 0, skeerer til
gengeeld forsteaksen. Dette skeeringspunkt kan man regne sig frem til ud
fra forskriften ved at seette funktionsverdien lig med 0. Man kan dog ogsa
udlede en formel for skeeringen med forsteaksen.

Grafen for den lineeere funktion f(x) = a- x + b skeerer forsteaksen i
punktet (—%, O).

Bevis
P4 forsteaksen er andenkoordinaten 0.* Grafen for f skeerer derfor forste-
aksen, hvor

fx)=o0,

dvs.
a-x+b=0 < a-x=-b PR x =—

Grafen skeerer altsa forsteaksen i punktet (— b 0). |

a’
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Eksempel 6.6 Den linezere funktion h(x) = 4 - x — 12 skeerer andenaksen

i b = =12 og har heeldningen a = 4. Den skeerer derfor forsteaksen i
b —-12
xX=——=-——"=3,
a 4

Grafen for den linezere funktion h skeerer altsa farsteaksen i punktet (3, 0)
og andenaksen i punktet (0, —12).

6.2 Beregning af heeldningskoefficienten

Hvis man kender to punkter pa en ret linje, er linjen entydigt bestemt.” Da
grafen for en lineser funktion er en ret linje vil der veere derfor veere en
sammenheeng mellem koordinatseettene til to punkter pa linjen og de to
tal a og b. Det viser sig, at man kan finde en simpel formel for tallet a.

Hvis grafen for den linegere funktion f(x) = a-x + b gar gennem de
to punkter P(xl: YI) og Q(x25 y2): er

Y2—W

X2 — X1

Bevis
Pa figur 6.2 ses grafen for f(x) = a-x + b og de to punkter P(xy, y;) og

Q(x2, y2)-

Da punkterne P og Q ligger pa grafen, geelder de to ligninger
fG)=y1 og f(x2) =y

som ogsa kan skrives som

y2=a-x+b,
yi=a-x1+b.

Treekker man den nederste ligning fra den gverste, far man
y2—y1=(a-xp+b)—(a-x+b),
som kan reduceres til
Yo—Y1=a-X3—a-x .

Nu szettes a uden for parentes, og man far

— = N — 7y2_y1:
yo—y1=a-(xz—x1) Aad a— a,

og formlen er sé bevist. |

Eksempel 6.8 Grafen for en lineser funktion f gar gennem punkterne
P(3,5) og Q(6,—7). Hvad er funktionens forskrift?

Der gér nemlig kun én bestemt ret linje
gennem to givne punkter.

@

a
Yo g !
P
izt "/l
b
Z 1 (1)
X1 X

Figur 6.2: De to punkter P og Q pa grafen
for f(x)=a-x+b.
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For at svare pa dette spergsmal ser man pa de to punkter. Heraf fremgar
det at
x1=3, yW=5, x3=6 o0og Yy2=-7.

Nu kan man bruge formlerne i seetning 6.7, og man far

—y -7-5 -12
a:J/Z yl: = — =—4 .
X9 — X1 6—3 3

Den rette linje har altsa ligningen y = —4 - x + b, hvor b endnu er ukendt.

Tallet b kan man finde ved at seette koordinaterne til ét af de kendte punkter
ind i forskriften. Idet grafen gar gennem P(3,5), ved man at f(3) = 5 hvilket
giver

—4-3+b=5 < b=5+4-3 = b=17.

Funktionen har derfor forskriften f(x) = —4-x + 17.

Man kan ogsa udlede folgende seetning der giver forskriften direkte nar
man kender heeldningskoefficienten:

Hvis en lineger funktion f har heeldningskoefficienten a, og dens graf
gar gennem punktet (x1, y;) s& er funktionens forskrift

f)=a-(x—x)+y.

Bevis
Funktionen f er lineer, si den har forskriften f(x) = a-x+ b. Hvis punktet
(1, y1) ligger pa grafen, ma f(x;) = yy, dvs.

yi=a-x+b < b=y —a-x.
Dette udtryk for b indseettes i forskriften:
fxX)=a-x+(r—a-x1).
Omformer denne forskrift, far man
fX)=a-x+y1—axy=a-x—a-x+y1=a-(x—x1)+y,
hvorved setningen er bevist. [ |

Eksempel 6.10 Hvis grafen for en lineser funktion f gar gennem punkter-
ne P(3,5) og Q(6,—7), er heeldningskoefficienten a = —4 (se eksempel 6.8).

Forskriften for funktionen kan sa findes ved at indseette én af de to punkter
i forskriften fra seetning 6.9. Her veelges punktet Q(6,—7):

f)=a-(x—x)+y=—4(x-6)-7T=—-4-x+24-7=—-4-x+17.

Man finder altsa den samme forskrift som i eksempel 6.8.
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Eksempel 6.11 Om den linezere funktion f geelder at
f@)=6 og f(5)=18.

Hvad er funktionens forskrift?

Her skal man forst gennemskue at nar f(2) = 6, betyder det at grafen gar
gennem punktet (2, 6). Den anden oplysning forteeller at grafen ogsa gar
gennem punktet (5, 18). Man kender altsa to punkter pa funktionens graf,
og dette er tilstreekkeligt til at bestemme ligningen for grafen som jo er en
ret linje.

For at bestemme linjens heeldningskoefficient kan man anvende to-punkts-

formlen (seetning 6.7):
_ Y2 — W _ 18—-6 _LZ_

x,—x1 5-2 3

a

Man kan herefter bruge formlen i seetning 6.9 hvorved man finder funktio-
nens forskrift

f)=a-(x—x)+y1=4-(x—2)+6=4-x—8+6=4-x—2.
Dvs. funktionen har forskriften

fx)=4-x-2.

6.3 Skeeringspunkter

Hvis to linjer ikke er parallelle, vil de have et skeeringspunkt. Man kan finde
skeeringspunktet mellem graferne for to linezere funktioner ved at seette
funktionernes forskrifter lig hinanden. Dette skyldes at linjerne skeerer
hinanden i et punkt der ligger pa begge linjer, dvs. et punkt der skal passe
ind i begge forskrifterne samtidig.

Fremgangsmaden illustreres nemmest ved et eksempel.
Eksempel 6.12 Graferne for de to linesere funktioner

f(x)=x-5 og glx)=-2x+1
skeerer hinanden (se figur 6.3).

Koordinaterne til skeeringspunktet bestemmer man ved at seette f(x) =
g(x). Herved far man

x—5=-2x+1 <
3x=6 <
x=2.
Nu er forstekoordinaten x bestemt. For at finde punktet skal man ogsa

kende andenkoordinaten y. Den bestemmer man ved at szette den fundne
forstekoordinat ind i én af linjernes ligninger:

y=f@=2-5=-3.

De to linjer skeerer alts& hinanden i (2, —3), som det ogsa fremgéar af figur 6.3.

1

Figur 6.3: Skeeringspunktet mellem grafer-
ne for f(x)=x-50g g(x)=-2-x+1.



*Denne setning kan man ogsé argumentere
for ud fra seetning 6.2.

Tabel 6.4: Veekst af f(x) =3 -x+7.

x Yy

-2 1
+2(
+2( 0 7
2 13
2
! ( 4 19

"En negativ stigning svarer altid til et fald.

I mange matematiske modeller, hvor man
regner pa vaekst, kan det betale sig at regne
med fortegn hele vejen igennem og forst til
sidst angive, om der er tale om stigning eller
fald, afheengig af om resultatet er positivt
eller negativt.
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6.4 Lineoer vaekst

Linezre funktioner vokser pa folgende made®

For en lineeer funktion f(x) = a- x + b geelder, at nar x vokser med
h, si vokser funktionsveerdien med a - h.

Bevis
Hvis x vokser fra x; til x5, hvor x; = x; + h, sa vil funktionsveerdien vokse
fra
y=f(x))=a-x1+b
til

vo=f(x)=fxy+h)=a-(cy+h)+b=a-x;+a-h+b.
Funktionsveerdien er s& vokset med
yo—y=@xy+a-h+b)—(a-x;+b)=a-h.
Hermed er szetningen bevist. |

Eksempel 6.14 Itabel 6.4 ses et eksempel pa veeksten af en lineeer funk-
tion.

Funktionen f(x) = 3 - x + 7 vokser saledes, at hver gang x vokser med 2,
vokser funktionsveerdien med 3 - 2.

Eksempel 6.15 Her ses pa funktionen f(x) = 3 - x — 4, som har heeld-
ningskoefficienten a = 3. Hvis x vokser med h = 5, vil funktionsveerdien
vokse med

a-h=3-5=15.
Hver gang, x vokser med 5, vokser funktionsveerdien altsa med 15.

Omvendt kan man sperge, hvor meget x skal vokse, for at funktionsveerdien
vokser med 607 I dette tilfeelde er a - h = 60, dvs.

3-h=60 < h=20.
x skal altsa vokse med 20, for at funktionsveerdien vokser med 60.

Eksempel 6.16 For funktionen f(x) = —2 - x + 7 geelder, at nar x vokser
med h = 3, vokser funktionsveaerdien med

a-h=-2-3=-6.

At funktionsveerdien vokser med —6, betyder at funktionsverdien aftager
med 6 hver gang x vokser med 3.
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6.5 Lineaere modeller

Hvis to virkelige storrelser afheenger af hinanden, kan denne sammenheng
beskrives vha. en funktion. Funktionen der beskriver sammenheengen,
kaldes sa en matematisk model. Er funktionen lineeer, er der tale om en
linezer model. Her folger nogle eksempler pa linesere modeller.

Eksempel 6.17 Hvis man far »NaturEl« fra Energi Fyn, betaler man
150 kr. om aret i abonnement og 0,4993 kr. pr. kWh, der bliver brugt.[1]

Man kan ogsa opstille en matematisk model for denne sammenheeng, nem-
lig
p(x) = 0,4993 - x + 150 ,

hvor p(x) er den pris, man skal betale om aret, og x er det forbrugte antal Tabel 6.5: Sammenhzengen mellem tempe-

kWh. raturen malt i °C og temperaturen i °F.
Eksempel 6.18 Sammenhsengen mellem temperaturen nar man maler
den i °C (grader celsius), og nar man maler den i °F (grader fahrenheit), kan x('C) y(F)
sesi6.5.[4] 0 32
En matematisk analyse af disse data viser, at ssmmenhegengen kan beskrives 10 >0
ved modellen 20 68

y=18-x+32, 30 86

40 104

hvor x er temperaturen malt i °C, og y er temperaturen malt i °F.

Bemeerk i gvrigt, at i modellen fra eksempel 6.17 er elforbruget den uaf-
heengige variabel, mens prisen er den aftheengige. Det skyldes at prisen man
betaler aftheenger af hvor meget el man forbruger — det er ikke sadan at
man starter med at betale en pris og sa far man et antal kWh der passer til.

I eksempel 6.18 kan man omvendt sagtens skrive sammenhaengen om, sa
det er temperaturen i °C der er den afheengige variabel. I eksemplet er det i
stedet temperaturen i °F der er den afheengige variabel, dvs. formlen kan
bruges til at regne °C om til °F; men der er intet til hinder for at man skriver
sammenheengen om, sa man kan bruge den til at regne den modsatte vej.

Her folger flere eksempler pa hvordan en matematisk beskrivelse af lineser
veekst kan give svar pa forskellige spergsmal.

Eksempel 6.19 Ien bestemt by er antallet af indbyggere givet ved
N(x) = 213x + 14752,
hvor N(x) er antallet af indbyggere x ar efter ar 2000.

I forskriften er der to konstanter,® 213 og 14 752. Funktionen N(x) er en  *Husk, at en konstant er et fast tal.
lineeer funktion, dvs. tallet 213 kan betragtes som en heeldningskoefficient:

Hver gang x vokser med 1, vokser funktionsveerdien med 213. Da x males

i ar, og funktionsveerdien beskriver antallet af indbyggere, kan man altsa

sige, at antallet af indbyggere vokser med 213, hver gang x vokser med 1

ar. Veeksten i indbyggertallet er altsa pa 213 indbyggere om aret.

14752 er skeeringen med andenaksen. Den opnés, nar x = 0. Dette sker i ar
2000,” og man kan derfor udlede, at indbyggertallet i byen var pa 147521  °Idet ar 2000 er 0 &r efter &r 2000.
ar 2000.
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Eksempel 6.20 Her ses pa samme udvikling som i eksempel 6.19,
N(x) = 213x + 14752 .

Hvor meget vokser byens indbyggertal over en 10-ars periode?

Ud fra forskriften kan man se, at indbyggertallet vokser med 213 om aret.
Over en 10-ars periode kommer der derfor

10- 213 = 2130

nye indbyggere.

Eksempel 6.21 Et firma producerer et antal varer. Omkostningerne ved
produktionen er 2000 kr. i startomkostninger og 17 kr. pr. produceret vare.

Ombkostningerne er altsa en funktion af antallet af producerede varer. Denne
funktion har forskriften

o(x) = 17x + 2000 ,

hvor x er antallet af varer, og o(x) er de samlede omkostninger.

Eksempel 6.22 Det viser sig, at middeltemperaturen i Vestgrenland er
afheengig af breddegraden,[2] sadan at

T(x) = —0,732x + 46,1,

hvor T er middeltemperaturen (i °C) og x er breddegraden.

Dvs. at middeltemperaturen i Vestgrenland aftager med 0,732°C, hver gang
breddegraden vokser med 1 grad.

Den umiddelbare fortolkning af tallet 46,1 er, at det er temperaturen ved
breddegraden 0, dvs. ekvator. Denne fortolkning giver dog ikke mening,
idet modellen kun geelder for Vestgrenland.

Det er saledes ikke muligt at give en fysisk fortolkning af tallet 46,1.

6.6 Ovelser

Ovelse 6.1 @)
Pa tegningen til hejre ses graferne for de rette linjer
¢, m og n. De er grafer for tre linesere funktioner med

forskrifterne
f(x)=4x-1,
m
gx)=2x+3 og ¢ /

h(x)=x+3. n
/ (1)
Hvilken linje er graf for hvilken funktion? /




6.6 Ovelser

Ovelse 6.2
Bestem ved afleesning en forskrift for hver af funktio-
nerne fi, ..., fs, hvis grafer ses pa billedet herunder.

Ovelse 6.3
Opskriv forskrift for den linezere funktion hvis graf gar
gennem punktet P, og som har heeldningskoefficient a:

a) P(0,4)oga=2. b) P(2,1)oga= -1

PR

Ovelse 6.4
Bestem en forskrift for den linezere funktion hvis graf
gar gennem punkterne:

a) A(2,3)og B(—1,9) b) C(-3,2) og D(—4,1)

QDvelse 6.5
Den rette linje ¢ gar gennem punkterne A(—4,2) og
B(5,5).

Bestem ved beregning en forskrift for den linezere funk-
tion hvis graf gar gennem C(3,—2) og er parallel med
L.

Ovelse 6.6
Grafen for en linezer funktion m gar gennem punkterne

a) Bestem en forskrift for m.

b) Bestem grafens skeeringspunkt med forsteaksen.

Qvelse 6.7
Afger ved beregning, om punkterne A, B og C ligger pa
en ret linje, nar

a) A(19,12), B(27,25) og C(40, 46).

b) A(=6,-3), B(~1,5) og C(7,18).
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Ovelse 6.8
For den lineeere funktion hA(x) geelder h(—1) = —13 og
h(4) = 32.

a) Bestem en forskrift for funktionen.

b) Les ligningen h(x) = 23.

Ovelse 6.9
Bestem skeeringspunktet mellem graferne for de to funk-
tioner

hx)=2x—1 og k(x)=3x+7.

Qvelse 6.10
Grafen for den linezere funktion g har heeldningen 4 og
gar gennem punktet (2,5).

a) Bestem en forskrift for g.

b) Hvor meget vokser funktionsveerdien nar x vok-
ser med 127

Ovelse 6.11
Grafen for den linegere funktion g har heeldningen —2
og gar gennem punktet (3, 1).

a) Bestem en forskrift for g.

b) Hvor meget er x vokset, hvis funktionsveerdien
er vokset med 38?

Qvelse 6.12
En bestemt vares pris vokser linezert med tiden. Prisen i
2010 var 66 kr. og i 2015 var prisen 76 kr.

a) Hvad vil prisen veere i 2019?

b) Hvornar vil prisen veere 100 kr?

Ovelse 6.13
Medlemstallet i en idreetsklub kan beskrives ved funk-
tionen

m(t) = =6t + 253

hvor m(t) er medlemstallet, og ¢ er antal ar efter 2010.

a) Beregn medlemstallet i ar 2020.
b) Ihvilket ar kommer medlemstallet ned pa 139?

c) Giv en fortolkning af konstanterne —6 og 253 i
modellen.






Lineaer regression

Nar man beskriver vaekst ud fra malte data, kan man komme ud for, at man
har en reekke malepunkter, som ikke ligger preecist pé en ret linje, men dog
gor det med god tilnsermelse.

Da punkterne ikke ligger preecist pa en linje, vil det veere forkert at bruge
seetning 6.7 til at beregne en forskrift. Afheengig af, hvilke to punkter, man
setter ind i formlerne, vil man nemlig fa vidt forskellige resultater for
forskriften.

I stedet bruger man en metode, der kaldes lineaer regression til at bestemme
den rette linje, der ligger tettest muligt p4 alle punkterne. Denne metode
er indbygget i de fleste regneark og matematikprogrammer, saledes at man
blot skal indskrive punkterne i programmet, sa far man at vide hvilken

ligning, linjen har. Tabel 7.1: Sammenherende malte veerdier

f .
Eksempel 7.1 Tabel 7.1 viser sammenherende veerdier af den uafheengige arosy

variabel x og den uafheengige variabel y.

Anvender man et CAS-veerktgj til at udfere linezer regression, finder man
at den bedste rette linje har ligningen

y=12x+09.

AN RN O R
00 AN W R e

Punkterne og linjen kan ses pa figur 7.2.

Nar man har en linezer model for en reekke datapunkter, vil grafen som @)
regel ikke ga preecist gennem alle punkterne. Til hvert punkt herer der g |
derfor et sékaldt residual som er den lodrette afstand fra punktet til den
rette linje. 6

y=12x+09
[ )

Definition 7.2 P

Hvis man har en reekke datapunkter (xi, y1), (x2, y2), ..., (X, Yn) 0g
en linezer model y = ax + b for punkterne, sa er residualet af det i’te
punkt givet ved / | | |

ri=yi—(ax;+b). 2 4 6

(1)

Figur 7.2: Den bedste rette linje gennem de

Denne definition siger at man finder residualet ved at traekke linjens y- 4 punkter

veerdi fra datapunktets y-veerdi.

Eksempel 7.3 I eksempel 7.1 blev der fundet en regressionsligning ud fra
de fire datapunkter

0,1), (2,3), (4,6) og (6,8).
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!SSE er en forkortelse for »sum of squares
of errors of prediction, altsa kvadratsum-
men af fejlene/afvigelserne. »Afvigelsen«
skal her forstis som residualerne, altsa af-
standene fra datapunkterne til linjen.

@

P :

1)

Figur 7.3: Man minimerer kvadratsummen
SSE=ri+ri+ri+rk
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Regressionsmodellen var givet ved ligningen
y=12x+09.
Residualet for det forste punkt (0, 1) kan derfor beregnes som
=y —(ax;+b)=1-(1,2-0+009) =0,1.
For det andet punkt (2,3) far man
rp=v,—(ax;+b)=3-(1,2-240,9) =-0,3.

Disse to tal viser at det forste punkt ligger 0,1 over linjen, mens det andet
punkt ligger 0,3 under linjen.

Residualerne spiller en vigtig rolle i forbindelse med lineger regression, idet
det er residualerne der bliver brugt til at vurdere hvornar en ret linje er
»teettest« pa punkterne. Metoden fungerer i praksis pa den méde at man
finder den linje der har den mindste afstand til alle punkterne. Afstanden
defineres her som kvadratsummen SSE' af residualerne. P4 figur 7.3 er
denne afstand givet ved

SSE=r12+r22+r32+rf.

Denne sum indeholder flere led, jo flere malepunkter der er. Den rette linje
der passer bedst pa punkterne, defineres sa til at veere den der gor SSE
mindst mulig.

Hvis man har n forskellige punkter med koordinaterne

(xls yl)’ cre (xn, yn) B

sa kan man finde frem til to formler, der giver linjens heeldningskoefficient
a og dens skeering med andenaksen b ud fra alle x-veerdierne x, ..., x, og
alle y-veerdierne yy, ..., yn.

Det kreever ret avanceret matematik at udlede de to formler for a og b, og
formlerne er i sig selv ogsa ret komplicerede, sa derfor bliver formlerne
ikke preesenteret her. Man behever nemlig slet ikke kende formlerne for at
kunne bruge dem da de er indbygget i alle regneark og CAS-veerktgjer.

7.1 Residualplot

Hvis den rette linje er en god model for den undersggte sammenhseng, sa
er residualerne sma i forhold til de malte y-veerdier, og de ligger tilfeeldigt
fordelt. Om dette er tilfeeldet kan man undersoage ved at lave et residualplot
som er en afbildning af residualerne som funktion af x-veerdierne.

I eksempel 7.1 fandt man den rette linje, der passede bedst pa en rekke
sammenherende veerdier af x og y. Den rette linje havde ligningen

y=12x+09,
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og i eksempel 7.3 blev nogle af residualerne beregnet. En samlet oversigt
over punkterne og residualerne ses i tabel 7.4.

Residualplottet kan ses pa figur 7.5. Her ses det pa andenaksen, at residua-
lernes veerdier er sma i forhold til de mélte y-veerdier. Plottet viser ogsa, at
residualerne ligger nogenlunde tilfeeldigt omkring forsteaksen. Det virker
derfor rimeligt at anvende den linezere model i dette tilfzelde.

Retfeerdigvis skal det dog tilfejes at det ikke er helt rimeligt at argumente-
re for modellens anvendelighed ud fra dette residualplot. Det skyldes at
man kun har fire malepunkter. Hvis man skal argumentere for en models
gyldighed ud fra et residualplot, skal man helst have nok datapunkter til at
man kan genkende et evt. menster i residualerne.

Grunden til at man skal kunne afgere om der er et menster i residualerne
er at en reekke malepunkter i nogle tilfeelde kan se ud til at kunne model-
leres med en ret linje, selvom det i virkeligheden er en anden type model
der ligger bag. Dette vil typisk afslere sig ved at residualplottet ikke ser
tilfeeldigt ud, men viser en eller anden form for regelmaessighed.

Eksempel 7.4 Figur 7.6(a) viser et koordinatsystem med indsatte punkter
samt en regressionslinje. Ved forste gjekast ser punkterne ud til med rigtigt
god tilneermelse at ligge pa en ret linje.

Men ser man pa residualplottet 7.6(b) bliver det tydeligt at den rette linje
ikke er en god model i forhold til disse punkter. Man kan nemlig se at
residualerne ikke ligger tilfeeldigt, men pa en form for kurve. Dette kunne
tyde pé at den model der ligger til grund for malingerne, slet ikke er linezer.
Man skal derfor lede efter en anden type model.

@ )
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0,2 |
1 0,1 +
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1 ’ o o
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-2 | 04 |
(a) Malepunkter og regressionslinje. (b) Residualplot.

7.2 Forklaringsgrad

Hvis man beregner den bedste rette linje vha. et CAS-veerktej, kan man
som regel ogsa fa beregnet en storrelse kaldet determinationskoefficienten
eller forklaringsgraden, normalt betegnet med R?. Det er et tal mellem 0 og
1 som forteeller hvor godt den rette linje passer pa punkterne. Jo teettere
tallet er pa 1, jo bedre er overensstemmelsen mellem punkterne og linjen.

Tabel 7.4: De sammenhgrende verdier af
x og y samt residualerne r.

x y r
0 1 0,1
2 3 -03
4 6 03
6 8 —0,1
)
0,4 +
0,3 + )
0,2 +
0,1 e
1 1 1 (1)
—01 | 2 4 ]
-0,2 |
—-0,3 + )
—0,4 |

Figur 7.5: Residualplot over verdierne i

tabel 7.4. Q

Figur 7.6: En reekke malepunkter med re-
gressionslinje samt residualplottet. Regres-
sionslinjen ser ud til at passe godt pa male-
punkterne, men residualplottet afslgrer at
modellen faktisk ikke passer ret godt.


https://www.geogebra.org/m/wmact3p8
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Med malepunkterne fra eksempel 7.1 ovenfor bliver R = 0,9931 Dette
tal er meget teet pa 1 sa den rette linje passer altsa ret godt pa punkterne,
hvilket ogsa fremgéar af grafen pa figur 7.2.

Man skal dog passe pa med alene at vurdere ud fra forklaringsgraden idet
man godt kan finde eksempler hvor R? ligger teet pa 1, men punkterne
tydeligvis ikke kan modelleres med en ret linje. Det er derfor altid en god
idé at tegne grafen (og evt. residualplottet) for at fa et visuelt indtryk af
om en linje er en god model.

7.3 Ovelser

Qvelse 7.1
Der er malt en sammenheng mellem de to variable x
og y. De malte tal kan ses i tabellen herunder:

a) Bestem vha. lineeer regression a og b for den bed-
ste rette linje.

b) Beregn residualerne.
Ovelse 7.2

De folgende 3 tabeller viser 3 forskellige sammenheenge
mellem de variable x og y.

x: 1 2 3 4 5 6

y: 32 49 73 88 109 134

X: 1 2 3 4 5 6

y: 1,4 12 1,1 10 09 038

X: 1 2 3 4 5 6

y: 01 14 29 46 65 8,6

a) Bestem den bedste rette linje og tegn residualplot-
tene for hver af de tre sammenhzenge.

b) Brug residualplottene til at vurdere for hvilke(n)
af de tre sammenhenge, den rette linje er en god
model.

Ovelse 7.3

For en kobbertrad er der med god tilneermelse en lineser
sammenhaeng mellem modstand, malt i Q, og tempera-
turen, malt i °C. Ved en reekke malinger har man fundet
folgende data:

Temperatur (°C): 0 15
Modstand ()

30 45 60

54,9 584 619 66,2 69,0

a) Bestem en lineser model, der beskriver sammen-
hengen.

b) Ved hvilken temperatur er modstanden 75 Q?

Ovelse 7.4

En reekke malinger giver folgende sammenheeng mellem
vindhastigheden og den stgj, som en vindmelle udsen-
der:

Vindhastighed (m/s): 6,3
Stej (dB) ¢ 51

72 85 94

56 65 71

Med god tilneermelse kan denne beskrives ved ligningen
y = ax + b, hvor x er vindhastigheden, og y er stgjen.
a) Bestem tallene a og b iligningen.

b) Forklar, hvad konstanterne a og b beskriver i den-
ne model.

¢) Bestem den vindhastighed, der giver en stgj pa
75 dB.

d) Hvor meget skal vindhastigheden falde, for at stgj-
en aftager med 10 dB?
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Regningsarternes hierarki
Regnestykker i parentes udferes for alt andet. Regnestykker regnes derefter i denne reekkefolge:
1. Forst udferes potensopleftning og roduddragning.

2. Derneest udferes multiplikation (gange) og division.

3. Til sidst leegger man sammen og treekker fra.

Brokregning
alk
Forkorte (1) % = b//k
a k-a
Forl 2 - = —
orleenge (2) Al
Additi (3) apc_ad, be
ttion b d b-d b-d
Subtrakti (4) a_c_ad bre
ubtraktion b4 b. b
a ¢ a-c
Multiplikati Z .2 =
ultiplikation (5) b -5 d
Divisi ©) @ /£ _e d
ivision v/ 15 o
Algebra
Den associative lov (7) a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c
(8) a(b-¢c)=(a-b)-c=a-b-c
Den distributive lov 9) a-(b+c)=a-b+a-c
Kvadratet pa en sum (10) (a+b)¥=a*+b*+2-a-b
Kvadratet pa en differens (11) (a—bY=a*+b*—2-a-b
To tals sum gange de (12) (a+b)-(a—b)=d — b2

samme to tals differens

Ligninger

Nulreglen (13) a-b=0 o a=0ellerb=0



Lineaere funktioner

@
/

a>0

'

a<o

1

Lineser funktion

Heeldningskoefficient ud fra to

punkter (x, y1) og (x2, y2) pa
grafen

Skeering med andenaksen

Forskrift

Lineaer regression

Residual

(2)

®

(16)
(17)

(18)

f(x)=a-x+b

a4 = Y2—MW
X9 — X1

b=y —ax

f)=a-(x—x)+y

ri=yi—(a-x+b)
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