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I denne note gennemgés den naturlige logaritme, defineret som en ganske
bestemt stamfunktion til % Det viser sig, at man ved denne behandling kan
udlede nogle af bade den naturlige logaritmes og den naturlige eksponen-
tialfunktions egenskaber ud fra egenskaber ved stamfunktioner og afledte
funktioner.

1 DEFINITION OG EGENSKABER

Den naturlige logaritme In defineres som den stamfunktion til %, som opfyl-
der, atIn(1) = 0.

Definition 1

Definer funktionen In: ]10;00[ — R ved
X1
In(x) = f —drt.
1t
Funktionen In kaldes den naturlige logaritme.

En af de mest anvendte regneregler for logaritmer kan nu bevises ud fra
almindelig integralregning:

Satning 2
For alle r e R og a > 0 geelder

In(a")=r-In(a),

Bevis
For r =0 har man

1
In(a®) =In(1) :f ;dt:0:0-ln(a),
1

dvs. seetningen geelder for r = 0.
Hvis r #0,sd er

r

Tr “ 1
ln(a):f —drt.
1t

1
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For at bestemme vérdien af dette integral saettes u = /7. Sderdu = 11171 dz,
dvs.

I du=dr,
0g
t=a" 1 u=aq 1
f —dt:f —-r du
=1 1 u=1 t V-l
u=a
:Lzl r tl/r du
ai
:r-/ —du:r-ln(a).
1 u
Seetningen er hermed vist. |

De naeste par regneregler for In folger ogsé af almindelig integralregning:
Setning 3
For alle a, b > 0 geelder
1. In(ab) =In(a) +In(b).
2. In(%) =In(a) - In(b).

Bevis
Forste del af seetningen bevises ved at beregne

abl ai abl “bl
ln(ab)zf —dt:f —dt-{-f —dt:ln(a)+f —dr.
1 ¢ 1 ¢ a I a t

For at beregne andet led af denne sum seettes u = ;”;, sderdu = %dt eller
adu=d¢. Man farsa

abl b 1 bl
f —dt= —-adu:f —du=In().
a t 1 au 1 U

Derfor er
In(ab) =In(a) +In(b) .

Anden del af seetningen bevises ved at omskrive § til ab™!.Saer
ln(g) = ln(ab_l) =1In(a) +ln(b_1)

ifolge forste del af seetningen.
Ifolge seetning 2 er
In(a) +In(b~!) =In(a) + (=1) - In(b) = In(a) — In(b) ,

og seetningen er dermed bevist. |
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2 DEN INVERSE FUNKTION

Den inverse funktion til den naturlige logaritme er som bekendt den naturlige
eksponentialfunktion. Denne funktion har en masse egenskaber, som her
ikke kan tages for givet. Forst definerer man altsa blot den inverse funktion.

Definition 4

Den inverse funktion til In betegnes med exp, dvs. for exp gelder

exp(In(x)) =In(exp(x)) = x.

Rigtigt mange af denne funktions egenskaber kan udledes ud fra de regne-
regler for den naturlige logaritme, som blev udledt i sidste afsnit. Bl.a. geelder
der folgende for funktionen exp.

Satning 5

exp er en eksponentialfunktion med grundtal e = exp(1).

Bevis
Idet In(exp(x)) = x er

exp(x) = exp(x-1) = exp(x-In(exp(1))).
Ifolge seetning 2 er
exp(x-In(exp(1))) = exp(In(exp(1)¥)) = exp(1)*.

Dvs. exp(x) = exp(1)*, og exp er altsd en eksponentialfunktion med grundtal
exp(1). |
Idet exp(x) er en eksponentialfunktion skrives den ogsa ofte som e*, hvor
e = exp(1) er grundtallet. For dette grundtal geelder, at

e=-exp(l) < In(e)=1.
Grundtallets veerdi kan altsa findes ved at lgse ligningen In(e) = 1 eller

€1
—dr=1.
1t

3 DE AFLEDTE FUNKTIONER AF LN OG EXP

Idet In(x) er defineret som en stamfunktion til %, folger denne saetning om
den afledte funktion til In(x) direkte af definitionen:

Satning 6

Den afledte funktion af In(x) er %



For at bestemme den afledte funktion af exp er det dog nedvendigt med en
hjeelpesatning om den afledte af inverse funktioner.

Saetning 7

Hvis f~! er den inverse funktion til f, s er

-1,/ _ 1
(f)(x) = ok

Bevis
Pr. definition er

FU @) =x.

Hvis man differentierer begge sider af denne ligning, fdr man

1 p—1 . —1y/ _ —1y7 _ ;
o) Hmm=1 « (f )(x)_f’(f‘l(x))'

Da exp er den inverse funktion til In(x) kan man nu bruge setning 7 til at
bevise folgende saetning:

Satning 8

Den afledte funktion af exp(x) er exp(x).

Bevis
Daln er den inverse funktion til exp, er (iflg. seetning 7)

exp (x) = = } =exp(x). |

exp(x)
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