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Graensevaerdier

Nar man undersgger funktioner, kan man komme ud for, at der findes
veerdier af den uatheengige variabel, hvor funktionen ikke er defineret.

Eksempel 1.1 Funktionen g(x) = — er ikke defineret for x = 3. Grunden
til, at funktionen ikke er defineret for x = 3, er, at prover man at beregne
g(3), far man

1
3 = :—’
g@3) 3370

som ikke giver nogen mening.
Tegner man grafen for funktionen, far man billedet pa figur 1.1. Her er

det tydeligt, at der sker noget specielt omkring x = 3, og at det ikke giver
nogen mening at tale om funktionsveerdien g(3).

Men der findes funktioner, som opferer sig anderledes, selv om de evt.

skulle veere udefinerede et enkelt sted.
Eksempel 1.2 Her ses pa funktionen

x> -5x+6

fl =

Denne funktion er ikke defineret for x = 3, idet

32-5-3+6 0

fO) =753 0

5

som ikke giver nogen mening.

Hvis man tegner grafen for f, far man billedet pa figur 1.2. Her kan man
se, at selv om funktionen ikke er defineret for x = 3, sa er grafen dog sa
peen, at man faktisk kan sige noget om, hvad f(3) burde give, hvis denne
veerdi var defineret.

Hvis man indseetter veerdier af x som er »teet pa« 3, far man tabel 1.3. Ud
fra figur 1.2 og tabel 1.3 virker det rimeligt at pasta, at jo teettere x kommer
pa 3, jo teettere kommer f(x) pa 1.

Skulle man give f(3) en veerdi, ville det derfor veere neerliggende at veelge
1 - ogsa selv om f(3) ikke er defineret.

Selv om f(3) ikke er defineret for funktionen i eksempel 1.2, sa vil f(x)
neerme sig et bestemt tal, nar x neermer sig 3. Man taler derfor om, at f(x)

@)

Figur 1.1: Grafen for g(x) = .

x-3

@)

i i (1)
1

T

Figur 1.2: Grafen for f(x) = 2osxre

x-3

Tabel 1.3: Funktionsverdier for funktionen
flo) = =5

x f(x)
2,9 0,9
2,99 0,99
3 udefineret
3,01 1,01
3,1 1,1




'Betegnelsen »lim« kommer af latin limes,
der betyder »greense« (jf. engelsk limit).

L 1 Q.(L

Q5(x0)

/ N 1

Figur 1.4: Hvis funktionsveerdien skal ligge
i omegnen Q.(L) af L, kan dette gores ved
at lade x ligge i den lille udprikkede omegn
Q5(x0) af xp.

6 Graenseveerdier

har en graenseveerdi for x gaende mod 3. Denne greenseveerdi har veerdien 1.
Dette skrives ogsa!

lim f(x) = 1.

Greenseverdien for funktionen f(x), nar x gar mod 3, er altsa 1, fordi f(x)
kommer teettere og teettere pa 1, nar x kommer teettere og teettere pa 3.
Hvis man skal give en preecis matematisk definition pé dette, bliver man
nedt til forst at beskrive, hvad man mener med »teettere pa«. Man definerer
derfor forst begrebet omegn:

Definition 1.3

Givet et tal a og en afstand ¢, defineres den abne omegn Q.(a) til at
veere det abne interval Ja - €;a + €[.

Den udprikkede omegn Q;(a) omkring a er den dbne omegn Q,(a),
fraregnet tallet a: Q:(a) = Q.(a) \ {a}.

Pointen her er, at omegnen Q,(a) indeholder alle de tal, der ligger teettere
pa a end e. Hvis ¢ er et lille tal, beskriver omegnen derfor tal, der er »teet
pa« a — og hvis man ger ¢ mindre og mindre, sa kigger man pa tal, der
ligger teettere og teettere pa a.

Man har brug for en udprikket omegn, for nar man ser pa omegne omkring
X, er den funktion, man kigger pa, ikke nedvendigvis defineret i denne
x-veerdi, og derfor har man brug for en omegn, hvor dette tal ekskluderes.

Greenseverdien for en funktion i et punkt kan nu defineres pa felgende
made:

Definition 1.4

Lad der veere givet en funktion f og et tal L, og lad f(x) veere defineret
for alle x i en udprikket omegn af x.

Hvis man til enhver vilkarligt lille 4ben omegn Q.(L) af L kan finde en
udprikket omegn Q5(xp) af xp, sddan at

x €Q5(x) = f(x)€Qe(l),
sa kaldes L greensevaerdien af f(x) for x gaende mod x;, og man skriver

lim f(x)=1L.

X—X

Pa figur 1.4 er det vist, hvordan dette kan beskrives: Funktionsveerdien
f(x) kan komme til at ligge i den lille omegn Q,(L) af L, nar blot x ligger i
den lille udprikkede omegn Qj af xy. Dvs. uanset hvor lille en omegn man
veelger omkring L, kan man finde en lille udprikket omegn om xg, sadan at
blot x ligger i denne udprikkede omegn, ligger f(x) i omegnen omkring L.

Idet man kan gere omegnen Q. (L) vilkarligt lille, er det det samme som at
sige, at hvis x beveger sig teettere og teettere pa x, vil f(x) komme teettere
og teettere pa L.
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Bemeerk i gvrigt, at man i definition 1.4 slet ikke tager stilling til en evt.
funktionsveerdi for x = xg. Dvs. funktionen kan veere defineret for denne
veerdi af x, eller den kan veere udefineret. Hvis funktionen f er defineret i
X, s& findes der en funktionsveerdi f(x), men greenseveerdien er defineret
fuldsteendigt uatheengigt af denne — og en evt. funktionsveerdi er derfor
heller ikke nedvendigvis lig med greenseverdien.

Hvis man vil undersege, hvordan funktioner opferer sig i neerheden af
variabelveerdier, hvor de er defineret, hvad finder man sa?

Eksempel 1.5 Hvad er lirrg x? +3?
Xx—
Udtrykket x? + 3 er defineret for x = 5, hvor det giver
52+3=28.

Hvis man lader x nzerme sig 5, si vil veerdien af x? + 3 naerme sig 28, og
man finder derfor, at

lim x* +3 = 28 .

x—5

Nogle gange kan man altsa blot seette det x, man vil undersege ind i ud-
trykket.

Hvis man vil finde greenseveerdien af en funktion f(x) for x = x;, kan man
altsa i nogle tilfeelde blot udregne f(xp). Det er dog ikke altid tilfeeldet, selv
om funktionen er defineret for x = xy.

Eksempel 1.6 Her ses pa funktionen

f(x)=[x+1 for x < 2

4-x forx=2

Funktionen f opfarer sig altsa saledes, at den er lig x + 1, sa leenge x < 2,
derefter er den lig 4 — x. Der er altsa tale om en stykkevist lineser funktion.
Grafen for f kan ses pa figur 1.5.

Funktionsveerdieni x = 2 er
f(2)=4-2=2,

men hvad er mon funktionens greenseveerdi i x = 2?

Nar x < 2, s er f(x) = x + 1, dvs. f(x) vil komme teettere og teettere pa
2 + 1, jo teettere x kommer pa 2. Hvis man undersgger graenseverdien ved
at neerme sig x = 2 nedefra, vil man derfor finde veerdien 3.

Undersgger man graenseverdien af f(x) ved at neerme sig x = 2 ovenfra,
vil man felge grafen for 4 - x, hvorved funktionsveerdien vil neerme sig 2,
nar x naermer sig 2.

Da man far to forskellige svar, alt efter hvilken vej, man nsermer sig x = 2,
ma man konkludere, at greenseverdien lim2 f(x) ikke eksisterer — selv om
X—

funktionen er defineret for x = 2.

@)

Figur 1.5: Grafen for den stykkevist linezere
funktion i eksempel 1.6.
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x*=5x+6
x-3

Eksempel 1.7 I eksempel 1.2 blev der set pa funktionen f(x) =
og det blev konkluderet, at

lim f(x)=1.

x—3

I princippet kan man argumentere for, at dette ikke kan veere givet ud fra
figur 1.2 og tabel 1.3, idet det er umuligt kun ud fra figuren og tabellen at
se, om den rigtige greenseveerdi f.eks. er 1,00000326 og ikke preecis 1.

Det viser sig dog, at x? - 5x + 6 kan omskrives til (x - 2)(x - 3), og derfor er

x2-5x+6 (x-2)(x-3)
= =X
x-3 x-3

-2,

sa leenge x # 3.

Men da definitionen pa greenseveerdien ikke atheenger af, hvordan funk-
tionen rent faktisk opferer sig, nar x = 3, men kun nar x er teet pa 3, sa
er

x—3 X - x—

Her skal man altsa blot finde ud af, hvilket tal x — 2 neermer sig, nar x
neermer sig 3. Dette tal er preecis 1.

Altsa er

. x2-5x+6
lim —— — =1
x—3 x-3

Som man kan se af eksemplet ovenover, kan der altsa veere en fordel i,
at undersgge, om den funktion, man skal finde en graenseveerdi for, kan
omskrives, s& man nemmere kan se, hvad den sggte greenseveerdi er.

Ud over at reducere udtrykket, man beregner greenseverdien af, kan man
ogsa anvende folgende regneregler, som ikke bevises her:

Lad der veere givet to funktioner f og g, samt en konstant k. Hvis
lim f(x) og lim g(x) eksisterer, er
X— X X—Xp

1 lim k- f(x) = k- lim f(x)

2. lim f(x)+ g(x) = lim f(x)+ lim g(x)
X— X X—Xp X—Xp

3. lim f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g(x)

4. lim f(x)-g(x) = lim f(x)- lim g(x).
X— X X—>Xp X—>Xp

Hvis der yderligere geelder, at lim g(x) # 0, sa er
X— X

Fx) lim f(x)

X— X0

5. lim = — .
% g(x)  lim g(x)

X—Xp
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1.1 Kontinuitet

De fleste af de funktioner, man ser pa i gymnasiet, har grafer som er
sammenheengende. Denne type funktioner kaldes kontinuerte. En funktion
er altsa kontinuert (evt. pa et interval), hvis dens graf ingen »huller« har
(i dette interval). Dette er en noget lgs definition, men kontinuitet kan
defineres helt praecis vha. greenseveerdier.

I eksempel 1.6 blev der set pa en funktion, hvis graf ikke var sammenheen-
gende (se figur 1.5). I eksemplet blev det vist, at denne funktion ikke har
nogen greenseveerdi, der hvor grafen »springer«.

Omvendt blev der i eksempel 1.5 vist en funktion, hvor greenseverdien
for et givet x netop var lig funktionsveerdien. Denne funktions graf er
sammenheengende, fordi man, ndr man neermer sig den valgte x-veerdi,
vil neerme sig den samme funktionsverdi bade ovenfra og nedenfra — og
denne funktionsveerdi svarer til et punkt pa grafen.

Man kan derfor definere kontinuerte funktioner pa folgende made.

Definition 1.9

En funktion f kaldes kontinuert pa et interval ]a; b[, hvis der for alle
X € la; b[ geelder, at

lim () = f(x0) -

Eksempel 1.10 Funktionen
flx)=x*+4,
er kontinuert for alle x € R.

Hvis man veelger f.eks. xy = 3, finder man
}i_)m3f(x)=ii_)rr%}x2+4=32+4=f(3),

og dette kan geres for enhver veerdi af x, — ikke blot 3.

Altsa er f(x) kontinuert.

Eksempel 1.11 Funktionen

f(x) =

x forx#+3
4 forx=3

er ikke kontinuert for alle x.

Man kan se pa grafen (figur 1.6), at
lim f(x) =3,

x—3
men

f3)=4.

Altsa er lim3 f(x) # f(3), og funktionen er derfor ikke kontinuert for alle x.

1

Figur 1.6: Denne funktion er ikke kontinu-

ert.
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1.2 Ovelser
Ovelse 1.1
Funktionen f har forskriften
x?-1
fo) = :
x-1

a) Forklar, hvorfor f(1) ikke er defineret.
b) Beregn £(0,9), f(0,99) og £(0,999).

c) Beregn f(1,1), f(1,01) og f(1,001).

d) Giv et bud pa veerdien af )}En)l f(x).

Ovelse 1.2
Billedet herunder viser grafen for funktionen f:

/

Afgor, om folgende greenseveerdier eksisterer, og bestem
dem i givet fald:

a) lim f(x) b) lim f(x)
0 lim f(x) d) lim f(x)
Ovelse 1.3

Tegn graferne for de folgende funktioner, og afger vha.
grafen, om funktionerne har en greenseveerdi for x — 1:

3-x forx<1

a) f(x) =

2x forx =1

2x -1 forx<1

3x+1 forx=1

x+3 forx<l1
c) f(x)=145 forx =1

2x+2 forx>1

Graenseveerdier

Ovelse 1.4
Bestem de folgende graenseveerdier ved beregning:

2

x
a) lim x* -4 b) lim —
x—2 x—0 6Xx
2 2
- 10x + 25 +5
O lim X" ) lm >
x—5 x-5 x—2 x2 -3
x - Jx
e) lim 8 f) lim x
x—-10 x—0  Jx
x-3
lim ——
&) x5 X% 55+ 6
@velse 1.5
Har funktionen
x
fl) ==
Y

en greenseveerdi for x — 07

Qvelse 1.6
Billedet herunder viser grafen for funktionen f:

(2)

pesan

\1 (1)
N

Er funktionen f(x) kontinuert i

a) x=-47 b) x=-27
c) x=-17 d x=07?
e) x=17? f) x=27

Har funktionen en greenseveerdi disse steder?



Afledte funktioner

Differentialregning er en gren af matematikken, der beskeeftiger sig med
at finde ud af, hvor hurtigt en funktion f(x) vokser for en bestemt veerdi
af x. En made at se pa dette pa er ved at undersege, hvor stejl grafen er i
punktet (xo; f(x0)).

Det typiske mal for »stejlhed« er haeldningskoefficienten; men da det kun
er rette linjer, der har heeldningskoefficienter, skal man altsa pa en eller
anden made have omsat grafens forleb i punktet (xp; f(xp)) til en ret linje,
man kan finde heeldningen af.

Hvis funktionens graf er peen og glat, kan man i hvert punkt tegne en ret
linje, der flugter med grafen i dette punkt. En sadan linje kaldes en tangent.
En illustration af dette kan ses pa figur 2.1.

Eksempel 2.1 Her ses pa funktionen f(x) = 3x? + 7. Grafen for denne
funktion gar gennem punktet P(5; 82). I dette punkt har grafen en tangent,
se figur 2.2.

Tangentens heeldning i dette punkt kaldes f’(5). Hvis man pé forhand ved,
at f/(5) = 30, kan man finde frem til en ligning for tangenten.

Tangenten er en ret linje, sa den har ligningen y = ax + b. Nar man ved
at f/(5) = 30, ved man ogsa at ligningen er y = 30x + b. Tangentens
reringspunkt er punktet P(5; 82), derfor er

82=30-5+b d b=82-30-5=-68.

Tangenten til grafen i punktet P(5; 82) har altsa ligningen

y=30x-68.

I eksemplet ovenfor ser man, at man kan finde en ligning for en given tan-
gent, hvis man i forvejen kender tangentens heeldning. Det store sporgsmal
er nu, hvordan man finder frem til denne heeldning.

Man kan selvfolgelig forestille sig, at man efter bedste evne tegner tangen-
ten og derefter afleeser heeldningen; men det kan neeppe kaldes en preecis
metode.

Tangenterne til grafen for en funktion er rette linjer. For at bestemme
heeldningskoeflicienten til en ret linje skal man bruge to punkter pa linjen.
Her lgber man ind i det problem, at man kun kender ét punkt, nemlig det
punkt P(xo; f(x0)), hvor tangenten rerer grafen.

11

f (1)

Figur 2.1: T hvert punkt pa grafen kan der
tegnes en tangent. Her er nogle af tangen-
terne illustreret med linjestykker.

@)

82 +

1 5

Figur 2.2: Grafen for f har en tangent i
punktet (5; 82).



@

F) Ir
[/
f(xo) P
Ax
— 1)
Xo X

Figur 2.3: Grafen for f gar gennem de to
punkter P og Q. Q ligger ikke pa tangenten,
men pa sekanten.

'En sekant er en ret linje, der gar gennem to
punkter pa grafen. Den skaerer altsa grafen
i stedet for at tangere.

@)

JF()

flx)

(1)

Xo X
Figur 2.4: Punktet P er tangentens rerings-

punkt, sa P ligger bade pa grafen og tangen-
ten. Punktet Q ligger kun pa grafen.

’] udregningen udnyttes at

a® - b =(a+Db)a-D).

12 Afledte funktioner

Da man ikke kender tangentens ligning, kan man ikke regne sig frem
til et andet punkt. Det bedste, man kan ggre, er derfor at finde et andet
punkt Q(x; f(x)) pa grafen, som ligger teet pa tangentens reringspunkt P,
se figur 2.3.

Hvis man beregner en heldning vha. punkterne P(xp; f(x0)) og Q(x; f(x)),
far man ikke tangentens hzeldning, men en sekanthzeldning,! der kun er
en tilneermelse. Jo teettere x ligger pa xy, dvs. jo teettere Q ligger pa P, des
bedre bliver tilnezermelsen, idet sekanten pa figur 2.3 kommer teettere og
teettere pa tangenten, jo teettere x er pa xp.

Man kan altsa en tilneermelse til tangentens heeldning f(xp), ved at beregne
haeldningskoeflicienten af linjen gennem de to punkter P og Q, dvs.

/() = LT

hvor x er teet pa xp.

I virkeligheden vil man gerne gerne have en preecis veerdi for tangenthzeld-
ningen og ikke blot en tilnseermelse. Dette kan man opna ved at gore lade x
ga mod xy. Man kan dog ikke blot seette x = xg, for seetter man bare x, ind
pa x’s plads far man

f(x0) - f(x) 0

Xo — Xo 0

5

og det giver ingen mening. Man definerer derfor f/(xo) til at veere greense-
veerdien for x — xp, dvs.

Af
/ _ .
f (Xo) - xlgl;lfo Ax

Denne greenseveerdi kalder man differentialkvotienten i punktet (xg, f(xp)).

Eksempel 2.2 Grafen for f(x) = 3x% + 7 gar gennem punktet P(xo; f(xp)).
Tangenten til grafen for f i dette punkt har heeldningen f’(x,). For at
beregne denne veerdi finder man forst sekantheeldningen ved hjeelp af
punkterne P og Q, se figur 2.4.

Punktet Q har koordinaterne Q(x; f(x)), sd Af bliver:?

Af = f(x) - f(x0)
= (3x2 +7)- (Bxg +7)
=3x% - 3x§

=3(x + x0)(x - x0)

[x)-f(x).
Derefter beregner man == *:
£ - f) _ 30w m)
X — X0 X — X0

Tangentheeldningen (eller differentialkvotienten) i punktet bliver sa beregnet
som greenseverdien for x — xp:
) - f(x) _

lim ————= = lim 3(x + x9) = 6xp .
X=X X — X0 X—Xp
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Man kan derfor konkludere, at for funktionen f(x) = 3x% + 7 er

f(x0) = 6xq .

Denne metode kan sammenfattes i folgende definition:

Definition 2.3

For en funktion f defineres differentialkvotienten f(x) til at veere

f'(x0) = lim f&) - f(x0) ‘

X—Xp X — Xp

Hvis denne greenseveerdi eksisterer for alle x i det abne interval ]a; b[,
siges f at veere differentiabel i ]a; b .

Idet Ax = x — x0, er x = xp + Ax, og derfor er

Af = f(x) = f(x0) = f(xo0 + Ax) - f(x0) -

Definition 2.3 kan derfor ogsa skrives pa denne made:

Definition 2.4: Alternativ formulering

For en funktion f defineres differentialkvotienten f’(x) til at veere
(%) = lim —f ,

hvor Af = f(x + Ax) - f(x0).

Hvis denne greenseveerdi eksisterer for alle x i det dbne interval ]a; b[,
siges f at veere differentiabel i ]a; b .

Ser man pa definitionen af differentialkvotienten, kan man dele selve be-
regningen op i tre trin:

1. Beregn funktionstilveeksten Af, og reducer sa meget som muligt.
Af

2. Beregn differenskvotienten 7, og reducer s meget som muligt.
X

3. Bestem greenseveerdien af 2—{( for x — xp (eller Ax — 0). Dette er
differentialkvotienten f(xp).

Denne beskrivelse kaldes ofte for tre-trins-reglen. Man skal dog veere op-
meerksom pa at fordi man skal beregne en greenseveerdi, er beregningerne
ikke altid simple, og nogle gange kan man endda komme ud for at det er
nedvendigt at bytte lidt rundt pa trinene.

2.1 Differentiabilitet

Det viser sig, at hvis en funktion er differentiabel, er den ogsa kontinuert.
For at en funktion kan veere differentiabel skal den altsi veere sammen-
heengende. Det omvendte geelder ikke. Det viser sig, at man godt kan finde



l | /

i (1)
IR
Figur 2.5: Denne funktion er ikke differen-

tiabel i x = -3 og x = 2; men den er konti-
nuert overalt.

32—{( kaldes »differenskvotienten«, da Af og
Ax er differenser, og fordi resultatet af en
division kaldes en kvotient.

“Bemeerk, at % er fuldsteendigt det samme
som f’(x). Det betyder, at symbolet % ikke
skal forstds som en brek; man kan altsa ikke
skille df og dx ad.
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funktioner, hvis grafer er sammenhzengende, men som ikke er differentiab-
le.

Groft sagt svarer differentiabilitet til at grafen er en »glat« kurve. Der ma
altsa ikke veere »knaek« pé grafen. Pa figur 2.5 ses et eksempel pa grafen
for en funktion, der er kontinuert men ikke differentiabel.

At grafen skal veere glat de steder, hvor funktionen er differentiabel, skyldes,
at hvis der er kneek, sa vil man fa forskellige tangentheaeldninger alt efter,
om man neermer sig punktet fra venstre eller hgjre. Der er derfor ikke
nogen entydig tangentheeldning.

2.2 Begreber og notation

Af definition 2.3 kan man leese, hvordan man finder frem til differential-
kvotienten f’(xp) af en funktion f i x = xp. Dette tal beskriver tangent-
heeldningen i det punkt, hvor x = x. Differentialkvotienterne giver sa en
ny funktion f’(x), som er den funktion, der angiver tangentheeldningen i
ethvert punkt pa grafen for f(x); denne funktion kaldes den afledte funktion

af f.

For at finde frem til differentialkvotienten ser man pa differenskvotienten®

2—{( = J%{Q()x") Man undersgger, hvad der sker med denne sterrelse, nar x

naermer sig x.

Fordi man lader x neerme sig x; i differenskvotienten, kaldes resultatet for
differentialkvotienten. Dette er ikke helt det samme som den afledte funktion.
Den afledte funktion er rent faktisk en funktion, mens ordet differential-
kvotient bruges om funktionsveerdien af f’(x) i et bestemt punkt. Man vil
dog nogle steder kunne se de to ord afledt funktion og differentialkvotient
brugt som synonymer.

Idet differentialkvotienten bestemmes ud fra differenskvotienten 2—{( bruger
man ogsa somme tider notationen % for den afledte funktion.?

Folgende udsagn er altsa fuldsteendigt sekvivalente:

1. Den afledte funktion af f(x) = 3x2 + 7 er f’(x) = 6x.
2. Den afledte funktion af f(x) = 3x% + 7 er % = 6x.

Det samme geelder folgende udsagn:
1. Differentialkvotienten af f(x) = 3x% + 7 for x = 2 er f/(2) = 12.

2. Differentialkvotienten af f(x) = 3x* + 7 for x = 2 er % =12.
x=2

2.3 Diverse differentialkvotienter

Nedenfor folger en udledning af, hvordan differentialkvotienterne ser ud
for en reekke simple funktioner.

Differentialkvotienten af f(x) = k, hvor k er en konstant, er f/(x) = 0.
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Dette resultat folger af, at grafen for f(x) = k er en linje parallel med forste-
aksen, dvs. en linje med heeldning 0. Idet f/(xp) angiver tangenthaldningen
i punktet (xp; f(x)), og grafen for f har heeldning 0 overalt, bliver f”(xp) = 0.
Her folger dog alligevel et formelt bevis, hvor definition 2.3 anvendes:

Bevis
Hvis f(x) = k, bliver

Af = f(x) - f(x0) = k—k =0.
Derfor er
A7f _ 0

=0.
Ax x-x

Idet ﬁ—{( = 0, uanset hvilken veerdi Ax har, vil der ogsa geelde, at

Af 3
— —0, nar x — Xy .
Ax

dvs.

f(x)=0. n

Hvis f(x) = x, s er f/(x) = 1.

Grafen for f(x) = x er en ret linje med heeldning 1. Heraf folger seetningen.
Et formelt bevis med anvendelse af definition 2.3 overlades som en gvelse
til leeseren.

Nar f(x) = x?, er differentialkvotienten f/(xp) = 2xp.

Bevis
Forst beregnes

Af = f(x) = f(x) = x* = x5 = (x + x0)(x = x0) -

Af

Dernzest beregnes breken 3

Aifz(x+xo)(X—xo)=x+xO‘
Ax X - X

Hvis x — xp vil dette udtryk g mod 2x.

Derfor er f/(x) = 2xp. n

Nar f(x) = 1, er differentialkvotienten f’(xp) = - .

729
x Xo



>Man forleenger med /x+ /x;. Det viser sig
nemlig, at man sa kan udnytte regnereglen

(a-Db)a+b)=a>-b.

Tabel 2.6: Diverse funktioner og deres af-

ledte funktioner.

fx)  f(x)
k 0
b 1
x? 2x
x> 3x?
x" nx™ !
1 1
x x2
Jx 1
X -
2x
e¥ e*
ekx k ekx

In(x)

16

Bevis
For f(x) = % er

Dvs.

Nar x — xp, vil dette udtryk ga mod

Hvis f(x) = V/x, er differentialkvotienten f’(x) = 3 N

Bevis

For f(x) = Jxer

Afledte funktioner

Af = f(x) - f(x)
11

X X0
X0 X

X * X0 X X0
_ —(x = xp)
X x5

—(x=x0)

Aﬁf: xXXo -1

Ax x-x3 X-Xx

-1 _ -1
el og derfor er

f) = -

2
0

1

Af = f(x) - f(x0) = Vx - Jxo .

Dette udtryk kan man ikke umiddelbart skrive om, sa der er ikke andet at
gore end at regne direkte pa 2—{(. Her viser det sig, at man kan gere brug af

en smart omskrivning:®

Af _Nx- %

Dette udtryk har greenseveerdien lim

X — Xo
(Vx - %) - (Vx + %)
(o = %) - (N + )
(- ()
(- x0) - (VX + J0)
B X - X
~(x - x0) - (VX + JX0)
1

1 1 g
= s V.
X=X /X + /Xp JXo + /X0

S.

1

2%

f/(xo) =

I tabel 2.6 kan man se nogle yderligere eksempler. Her er det dog ikke
differentialkvotienterne der er skrevet op, men i stedet de afledte funktioner.
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Eksempel 2.10 Ifglge seetning 2.9 er differentialkvotienten af f(x) = /x
givet ved f/(x9) = 5—=.Idet f/(x) giver haeldningen af tangenterne til grafen,

PNETH
kan man f.eks. beregne, at tangenten i punktet P(4; 2) har heeldningen
1 1
/
4 = —— = — = —
F® 24 2.2 4
@)
Dette kan ses pa figur 2.7.
y= %x +1
Tangenten er altsa en ret linje med ligningen y = ix + b. Hvis man er
interesseret i at finde hele ligningen, kan dette gores ved at indseette ro- 9 |
ringspunktet P(4; 2) i tangentens ligning: P(4;2)
1
2=1.44b o=  b=1. VRN
1 ; 1
I punktet P(4; 2) har grafen for f(x) = /x alts en tangent med ligningen 1 4 @
y = %x +1,
Figur 2.7: Grafen for f(x) = /x har i punk-
hvilket ogsa fremgar af figur 2.7. tet Pl(4; 2) en tangent, som har ligningen
y=gx+1

2.4 Sum og differens

Det viser sig, at for at finde differentialkvotienten f’(xp) af en given funktion
f, er det ikke nedvendigt at anvende metoden fra foregaende afsnit hver
gang. Det er tilstreekkeligt at kende den afledte funktion for en reekke
simple funktioner, som f.eks. dem fra afsnittet ovenfor. Der geelder nemlig
nogle regneregler, som kan bruges, hvis man skal finde den afledte funktion
af en funktion f, som er »bygget op af« simplere funktioner.

Lad p veere en differentiabel funktion og c en konstant, og lad funktio-
nen f veere givet ved f(x) = ¢ - p(x). Sa er

f/(xo) =c: P/(xo) .

Bevis
Hvis f(x) = ¢ - p(x) er

Af = c- p(x) - c- p(xo)
= ¢ (p(x) - p(x0)) = c- Ap.

Dvs.
Af  c-Ap Ap
- = =Cc- — .
Ax Ax Ax

Lader man x — xg, vil % — p'(xp), og dvs. ¢ - A—i — ¢ p'(x). Altsa er

A
f(x0) = ¢ p'(x0)

og seetningen er hermed bevist. [

Hvad dette resultat kan bruges til ses i dette eksempel:
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Eksempel 2.12 Ifolge sztning 2.7 er differentialkvotienten af p(x) = x*
givet ved p’(xg) = 2x0. Men hvad er differentialkvotienten af f(x) = 7x??

Her kan man benytte setning 2.11. Hvis f(x) = 7x?%, sd er
f(x) =c-p(x), hvor ¢ = 7 og p(x) = x* .

Da man allerede kender differentialkvotienten af p(x) = x?, far man ifolge
setning 2.11, at

f(x0) = c- p'(x0) =7 2x0 = 14x .

Man kan altsa finde den differentialkvotienten af f(x) = 7x%, blot man
kender differentialkvotienten af x2.

Eksempel 2.13 Skal man finde differentialkvotienten af f(x) = 4x>, kan
f(x) skrives som f(x) = 4 - p(x), hvor p(x) = x>.

Et tabelopslag giver, at p’(x) = 3xZ. Ifolge seetning 2.11 er

F(x0) =4-p'(x) = 4-3x7 = 12x; .

Lad p og g veere to differentiable funktioner, og lad f(x) = p(x) + g(x).
Sé er
f(x0) = p'(x0) + ¢ (x0) -

Bevis
Man anvender definition 2.3 og beregner forst

Af = f(x) = f(x0) = (p(x) + q(x)) = (p(x0) + q(x0))
= p(x) = p(x0) + q(x) - q(xo)
=Ap+Aq.

Herefter far man
Af _Ap+Aq _Ap Aq
Ax  Ax  Ax Ax’

Lader man nu x — xy, vil % — p'(x) og % — ¢’(x0), hvilket betyder, at

f/(xo) = P/(xo) + q/(xo) . u

Lad p og g veere to differentiable funktioner, og lad f(x) = p(x) - q(x).
Sa er

f'(x0) = p'(x0) - ¢ (o) -

Denne szetning minder meget om saetning 2.14, og beviset kan gennemfores
pa tilsvarende made.
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Eksempel 2.16 Szetningerne 2.11, 2.14 og 2.15 kan anvendes i kombina-

tion til at differentiere lidt mere komplicerede funktionsudtryk.°® *Bemeerk at man i dette eksempel finder

de afledte funktioner i stedet for differen-

Funktionen tialkvotienterne, dvs. man taler om f’(x) i
fx) = 4x% + 5 In(x) - 3x stedet for f7(x).

er f.eks. sat ssmmen af de mere simple udtryk x2, In(x) og x, som alle kan
findes i tabel 2.6.

Bruger man seetning 2.14 og 2.15 far man, at

F/(x) = (4x?) + GIn(x)) - (3x) .

Herefter kan man bruge seetning 2.11, sa

fl(x)=4- (xz)/ +5-(In(x)) =3 - (x) .

De afledede funktioner af x?, In(x) og x, slar man nu op i tabellen. Man far
sa .
fl(x)=4-2x+5-—-3-1,
X

hvilket kan reduceres til

/(x) = 8x 4 > —
f(x) =8x < 3.

2.5 Produkter og indre linezre funktioner

Ser man pa de seetninger der ind til nu er bevist, kunne man fa den tanke
at man altid blot kan differentiere enkeltdele af et funktionsudtryk hver
for sig. Dette er dog pa ingen made tilfeeldet, hvilket neeste seetning viser.

Lad p og q veere to differentiable funktioner, og lad f(x) = p(x) - g(x).
Sé er

f/(xo) = P/(xo) - q(x0) + p(xo) - q/(xo) .

Bevis
Nar f(x) = p(x) - q(x), er
Af = f(x) - f(x0)
= p(x) - q(x) = p(x) - q(x0) -

For at omskrive dette udtryk, sa det indeholder bade Ap og Aq bruger man
et trick: Man treekker leddet p(xp) - g(x) fra og leegger det herefter til igen.
Herved endrer man nemlig ikke noget:

Af = p(x) - q(x) - p(x0) - q(x0)

= p(x) - q(x) =p(xo) - q(x) + p(x0) - g(x) ~p(x0) - q(x0) -

summen af disse to led er 0

Herefter kan man szette uden for parentes, sa

Af = (p(x) = p(x)) - q(x) + p(xo) - (q(x) = q(x0))
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= Ap - q(x) + p(xo) - A
Sa bliver

Af _ Ap-g(x) + p(x) - Ag
Ax Ax

_Ap Aq
=2, 900+ plx) -+

Lader man nu Ax — 0, vil

Ap

Ax —p ' (x0)

q(x) — q(xo)
p(x0) — p(x0)

Aq

A7x - q/(xo) .

Samlet set far man derfor
A
lim 7{( = p'(x0) - q(x0) + p(x0) - ¢’ (x0) ,

og dvs.
f (x0) = Xo) q(xo) + p(xo) - q’(xo)- u

Eksempel 2.18 Skal man finde den afledte funktion af f(x) = /x - In(x),
skriver man f(x) som f(x) = p(x) - q(x), hvor

p(x) = Jx, q(x) = In(x).

Tabelopslag giver, at

Seetning 2.17 giver sa

f)=p'(x)- ()+p(X)-q’()

-In(x) + \f -
\f
Dette kan sa reduceres yderligere til
ln( ) 1 In(x) + 2
/ / -

I mange sammenhenge optreeder der funktioner, der er sammensat af
en simpel funktion og en indre lineger funktion. Det kunne f.eks. veere
funktionerne

f)=2x-3 og glx)=e""0.

I sadanne tilfzelde kan man finde differentialkvotienten pa felgende made:
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Lad p veere en differentiabel funktion, og lad f(x) = p(ax + b), hvor a
og b er to konstanter. Sa er

f’(xg) =a 'p’(axo +Db).

Seetningen bevises ikke, i stedet folger her et eksempel pa, hvordan den
kan anvendes:

Eksempel 2.20 Hvad er den afledte funktion af f(x) = In(7x - 5). Funk-
tionen kan skrives som p(ax + b), hvor p(t) = In(t), og den afledte funktion
af In(t) er %

Ifelge setning 2.19 er den afledte funktion derfor

1 7

/
x)=17": = .
f() 7x-5 7x-5

Eksempel 2.21 Den afledte funktion af g(x) = v8x + 3 er
1
/ X) = 8 N
J ) 2J8x +3
som kan reduceres til

g (x) i !

C2J8x+3  8x+3

Den afledte funktion af h(x) = 5- (2x - 1) er

W (x)=2-5-3-(2x-1)*=30-(2x - 1)%.

2.6 Sammensatte funktioner og kvotienter

Seetning 2.19 handler om et specialtilfzelde af sammensatte funktioner, altsa
funktioner som

f(x) =(n(x))*,  glx)= Vx> +4,
h(x) = e | k(x) = In(x? + %) .

Funktionen f er f.eks. en sammensat funktion, fordi den kan skrives som
f = pog,” hvor de to funktioner p og q er hhv.

p@)=q" og qx)=In(),
p kan sa kaldes den ydre funktion og q den indre funktion.

Nar man skal differentiere en sddan funktion, kan man anvende folgende
saetning:

Lad p og q veere differentiable funktioner, og lad f = poq. Sa er

=09 q.

TAt f = poq betyder som bekendt, at f(x) =
p(g(x)) for alle x.
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Nar man laeser s@tningen, skal man huske at f* = (p’oq)- ¢’ er en kortforms-
notation som betyder at

f(x) =p'(q(x)) - q'(x)

for alle veerdier af x.

Bevis
Hvis f(x) = (poq)(x), s& bliver

Af _ f) - fx) _ (poq)x) — (poq)(x0) -

Ax X - Xp X = Xp

Idet (pogq)(x) = p(q(x)), kan dette skrives som

Af _ pa)) - plg(x)) _ p(a(x)) - p(g(x0)) q(x) - g(x0) -

Ax X - X q(x) - q(xo) X - X

Hvis man nu setter q = g(x) og qo = g(xp), sa kan dette skrives som

Af _ p(@) - plg) Ag @.1)
Ax q- 9o Ax '

De to faktorer pa hgjre side af lighedstegnet undersgges nu hver for sig.

Broken 22729 }an skrives som 2—‘2, hvor det er underforstaet, at p er en

funktion af q(.) Dvs.

P(@) - play) _

' (q) , nar x — xp .
q9-40
For breken ﬁ—z geelder, at
Ag .
Ax—>q(xo), nar x — xy .

Samlet set far man altsa fra ligningen (2.1), at

A
?{C — p'(q0) - 4’ (%), nar x — xg .

Husker man nu, at gy = g(x) kan dette skrives som p’(q(xy)) - ¢’(xp), dvs.
f=0q-q. =

Eksempel 2.23 En funktion f er givet ved forskriften f(x) = vx2 +3. f
kan altsa skrives som f(x) = (poq)(x), hvor

p(@) =g og qx)=x"+3.

Disse to funktioner kan differentieres vha. tabelopslag:

p’(q)=zbq og ¢'(x)=2x.
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Seetning 2.22 giver, at

2

2Vx?+3
Ved () erstattes ¢ med x? + 3, da g(x) = x* + 3.

Udtrykket kan reduceres yderligere, og man far

f&%"—J—* 2% = —
2Vx2 +3 Jx2+3

Eksempel 2.24 En funktion f er givet ved forskriften f(x) = e*’. For at
differentiere f skrives f(x) = (peq)(x), hvor

2

p(q) =e?, q(x) = x*.

Tabelopslag giver
q(x) = 2x .
Seetning 2.22 giver

F(x)=p(q) ¢(x)=el-2x =€ -2x.

Seetningerne 2.17 og 2.22 kan ogsa bruges til at bevise en seetning om
differentiation af kvotienter af funktioner. Der geelder nemlig folgende
seetning.

Lad p og q veere differentiable funktioner, hvor g(x) # 0 for alle x, og
lad f = L{;. Sé er

f/_P/"I‘P'q/
- q* '
Bevis

few) = (2)

(x0) kan omskrives til

x0) - q(lxo) - p(x0) - (;) (x0).

Dette er et produkt af to funktioner, dvs. ifelge seetning 2.17 er

Flxo) = PO _

q(xo)

F(x0) = p/(x0) - ( ;) (x0) + plxo) - (;) (x0)

_ P'(x0) . (1 '
= 4(x0) p(xo) <q> (%) -

(2.2)

/
For at komme videre med dette bliver man ngdt til at undersege (é) (x0)-

Her er der tale om den afledte af en sammensat funktion. Ved brug af
setning 2.22 fir man s3®

8Funktionen ( ) kan siges at veere sam-

1
q
mensat af s(q) = % og q(x). Herefter bruger
man, at



24 Afledte funktioner

1\’ 1 ,
<q> (x0) = —m - q (xo) -

Indseetter man nu dette resultat i (2.2), far man

/ (x 1
e -0 (g )
P'(x)  p(xo) - ¢ (%)
q(xo) q(x0)?
P/ (%) - g(x0)  p(x0) - ¢’ (x0)
q(x0)? q(x0)?
_ p'(%0) - q(x0) - p(x0) - ¢’ (x0)
B q(x0)?

f/(xo)

5

/. —h. 7/
Dvs. f/ = £'L04. .

Eksempel 2.26 Lad f(x) = X Den afledte funktion f’(x) findes ved at

skrive f(x) = (%) (x), hvor

px)=x",  q(x)=e".

Tabelopslag giver
Px=2x, ¢R)=c
Seetning 2.25 giver, at

_P(®)-q(x) - p(x) - ¢’ (x)

/
(x)
/ ()
C2x-e¥-x®-e
) (e¥)?
Dette kan sa reduceres yderligere til
2x — x*
f(x)=—
e

Der findes funktioner, hvor det ikke er nok at bruge en enkelt af regnereg-
lerne i seetningerne 2.17, 2.22 og 2.25. Nogle gange er det ngdvendigt at
kombinere dem.

Her folger derfor et »vildt« eksempel:

Eksempel 2.27 En funktion er givet ved forskriften

f(x) = _ , x>1.
\Jx? - In(x)

Hvordan differentieres denne funktion?

Forst skrives f(x) = (p-q)(x), hvor

P =2 g = o In() .

q
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Her er det nemt nok at differentiere p(q), men hvad med g(x)? Denne deles
yderligere op: g(x) = (sot)(x), hvor
s(t) = Vt, t(x) = x* - In(x) .

Nu bestar problemet i at differentiere ¢. Dette kan geres ved at skrive ¢ som

t(x) = (n- m)(x),
n(x) = x* | m(x) = In(x) .

Her er

1
n’(x) = 2x , m(x)=—.
x
Ifolge setning 2.17 vil man sa fa
1
t'(x) = n/(x) - m(x) + n(x) - m’(x) = 2x - In(x) + x* - e
Dette kan reduceres til t'(x) = 2x - In(x) + x.

Nu har man alt det, man skal bruge, og man kan begynde at arbejde sig
tilbage gennem de mange delfunktioner:

1

24/x% - In(x)

_ 2x-In(x) + x

2./x% In(x)

q'(x) = (s't)(x) ¥ (x) = 21/; +(2x-In(x) +x) =

-(2x-In(x)+x) .
Dette kan reduceres til
q'(x)
Til sidst kan man derfor finde
1 2x-In(x) +x
2

Fe) =@l 40 =G e

1 2x - In(x) + x

(Ve tngo) 2Vx* I

Dette kan sé til sidst reduceres til

f(x) =

~ 2In(x) + 1
2x2 - In(x) - /In(x) ‘

Ved hjelp af setningerne 2.11-2.25 og tabelopslag kan man differentie-
re en hvilken som helst funktion. Afsnittet her afsluttes derfor med en
opsummering af disse setninger:

Folgende regneregler kan anvendes til bestemmelse af en afledt funk-
tion:

f=ep = f=cp.

f=p+q = f'=p'+q.
=p-q = f’=p’—q'.

f=pq = f=p-q+p-q.

f=prq = f=0q-q.
b L ptard
q q



Figur 2.8: Et udsnit af enhedscirklen. De to

markerede trekanter er naesten ensvinklede,

hvis Ax er lille. Dvs. %: ~ 4.

Nar Ax er lille geelder der tillige, at Ax ~ ¢’.

26 Afledte funktioner

sin(xp + Ax)

sin(xp)

a = cos(xp)

- (1)

cos(xp)

2.7 Trigonometriske funktioner

De trigonometriske funktioner sin, cos og tan kan ogsa differentieres. Nar
man behandler sin og cos som matematiske funktioner pa denne made, er
det vigtigt at huske, at x altid males i radianer.

Det viser sig da, at der for sin og cos geelder folgende:

For de trigonometriske funktioner sin og cos geelder

1. Hvis f(x) = sin(x), er f/(x) = cos(x).
2. Huvis f(x) = cos(x), er f/(x) = - sin(x).

Funktionerne sin og cos er altsd neermest hinandens afledte. Bemeerk dog,
at der optreeder et minus, nar man differentierer cos.

For at bevise setningen kan man se pa enhedscirklen, da det er ud fra
denne, sin og cos er defineret. Her bevises kun forste del af seetningen.

Bevis

Figur 2.8 viser et udsnit af enhedscirklen, hvor der er afsat en vilkarlig
bueleengde xp. sin(xp) og cos(xp) er angivet pa akserne. Den store markerede
trekant far herved en hypotenuse pa 1, og den vandrette katete bliver
a = cos(xp).

Leegger man en lille bueleengde Ax til, kan man lave en ny trekant. Her er
hypotenusen ¢’ » Ax, nar blot Ax er lille. Den lodrette katete kaldes a’.

For at bestemme f”(xp) nar f(x) = sin(x), ser man forst pa

Af = f(x + Ax) - f(x) = sin(xg + Ax) — sin(x) -
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P4 figuren ses, at dette svarer til linjestykket @/, dvs. Af = a’.

Som neevnt er Ax = ¢/, og altsa er

Af d &

Ax Ax ¢

Hvis Ax er lille star de to hypotenuser ¢ og ¢’ neesten vinkelret pa hinanden.
Herved bliver de to markerede trekanter neesten ensvinklede, og der geelder

derfor, at
/

ad a
¢ ¢
Det betyder s, at
Af a
Ax ¢’

nar blot Ax er lille. Og jo mindre Ax er, jo bedre geelder tilnseermelsen.
Lader man nu Ax — 0, far man derfor

a cos(x)

f/(xo) = ¢ =

= cos(xp) . [

Et tilsvarende geometrisk bevis for cos overlades som en gvelse til leeseren.

Eksempel 2.30 Pa figur 2.9 kan man se grafen for f(x) = x + 2sin(x).
Hvad er den afledte funktion af f?

Da man ved, at den afledte funktion af x er 1, og at den afledte funktion af
sin(x) er cos(x) (ifelge setning 2.29), bliver

f/(x) =1+ 2cos(x) .

Eksempel 2.31 For at finde den afledte funktion af f(x) = 5 - sin(3x - 2)
er det nedvendigt at bruge regnereglen fra setning 2.19. Funktionen f kan
skrives som

fx) =p(3x -2),
hvor p(t) = 5 - sin(t), dvs. p’(t) = 5 - cos(t)
Fra seetning 2.19 folger da, at

f/(x) =35 cos(3x - 2) = 15 - cos(3x - 2) .

Ved hjelp af seetning 2.29 og regnereglen fra setning 2.25 kan man bevise
folgende seetning.

Den afledte funktion af f(x) = tan(x) er f/(x) = —

cos(x)?"

Bevis
Ud fra definitionen af tangens har man at

sin(x)

f(x) = tan(x) =

cos(x)

Figur 2.9: Grafen for f(x) = x + 2 sin(x).
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Ifolge setning 2.25 er den afledte funktion derfor

(sin(x))” - cos(x) - sin(x) - (cos(x))’

/
X) = 5
fix) cos(x)?
*Undervejs udnyttes, at og bruger man sa sztning 2.29 kan dette omskrives til’
cos(x)” +sin(x)* =1, () cos(x) - cos(x) - sin(x) - (- sin(x))
X) =
hvilket folger af definitionen pa cos og sin. cos(x)?
_ cos(x)? + sin(x)?
- cos(x)?
1
= —. [
cos(x)?
2.8 Ovelser
Ovelse 2.1 Ovelse 2.3
Figuren viser grafen for en funktion f samt tangenterne Bestem differentialkvotienten f’(xp) af f(x) = 2x% - x
til grafen for fix = -3 0og x = 2. vha. tre-trins-reglen.
@ Ovelse 2.4
Figuren viser grafen for f. Angiv for hvilke veerdier af
x, denne funktion ikke er differentiabel.
(2)
1 £+
* (1)
1
°
1 4
a) Bestem ved afleesning f/(~3) og f/(2). 1 9
Ovelse 2.2
Bestem ved at tegne graferne, om de folgende to funk- @velse 2.5
tioner er differentiable i x = 2: Brug tre-trins-reglen til at bestemme differentialkvotien-
ten f/(xo) af f(x) = x? + 3x.
4x -2 forx <2
a) fx)=1 , Bestem herefter
x forx =2
a) f'(1) b) f'(-4)
b =|x-2 d d
) g(x) = x-2| o o o Y

dx dx |y=s5
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Ovelse 2.6
Bestem den afledte funktion af de felgende funktioner:

a) f(x)=4x-1 b) g(x)=x?-x

c) h(x)=5x- x d) k(x)=3e* - x3+2x

Ovelse 2.7
Bestem differentialkvotienten f”(xp), nar

a) f(x)=5x-In(x) og xp =1

b) f(x)=x%-6.x og x =9

4 x?
c) f(x):;+Z og xp =2

d) f(x)=x*-2x3+x%-8x og x =3

In(x) x? .
-— og xy =
4 6 g X0

e) f(x)=

Ovelse 2.8
Bevis seetning 2.15.

Ovelse 2.9
Differentier de felgende funktioner:

a) f(x)=x-¢e* b) g(x) = x? - In(x)

¢) h(x)=4x?- Jx d) k(x)=3x-(e*-1)

Ovelse 2.10
d o
Bestem x> Dar

a) f(x) = 4Jx - In(x)

1
x

b) f(x) = Jx-(Jx-1)

o flx)=—-x d) f(x) = (e"+1)(x*-3)

Ovelse 2.11
Bestem differentialkvotienterne for de folgende funktio-
ner:

a) f(x)=(3x-1)* b) g(x) = e2x*

c) h(x)=+7x-5 d) k(x)=4-In(3 - x)
Ovelse 2.12

Bestem de veerdier af x, for hvilke de nedenstaende funk-
tioner har en tangent med heldning 3.

a) f(x)=x%-x
c) h(x)=+3x+1

b) g(x) =In(x) -2

d) k(x) = 2%

8-x

29
Ovelse 2.13
Funktionerne f og g er givet ved
f(x)=2x-1 og glx)=2Jx-3.
Bestem
a) (fg)(x) b) (fog)(x) o) (gof) (%)
Ovelse 2.14

Bestem differentialkvotienterne for de felgende funktio-
ner:

a) fi(x) = vx? -4
) f3(x) = In(x)?
e) f5(x)=4-In(x)-3

Qvelse 2.15
Differentier de folgende funktioner

b) fa(x) = In(x? + 1)
d) fa(x) = (e* +4)
) folx) = =

x3+x2-5

e 3x
a) f(x)=a b) g(x)=m
x2 5 — x2
c) h(x) = T d) k(x)= NS
Ovelse 2.16

Bestem den afledte af hver af disse funktioner:

V2x -1
3x

a) f(x)=
b) g(x):ln(xT”)

X

e
¢) h(x)=+x- Z_1
x-3
) kix) = x2+3
Ovelse 2.17

Grafen for funktionen f gar gennem punktet (2;3), og
grafen for funktionen g gar gennem (2; -1). Desuden er

f(2)=-40gg'(2) =5.

Bestem
b) (f+g/()
o (£ @

a) (3f)(2)
) (fg(

Ovelse 2.18
Grafen for funktionen f har en tangent med heeldningen
6 1 punktet (2;3), og funktionen g har forskriften

g(x) =In(f(x) - 5) .
Bestem g’(2).
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Ovelse 2.19
Bestem den afledte funktion for hver af disse funktioner:

a) fi(x) = sin(x) + cos(x)

b) fa(x) = sin(x) - cos(x)

¢) f3(x) = sin(x)?

d) fa(x) = cos(4x - 5)

&) fo(x) = x - sin(x)
sin(x

D i) = 52

g fi(x) = Jx - sin(x)
h) fs(x) = 4 cos({/x +2)

Qvelse 2.20
Den trigonometriske funktion sec (sekans) er defineret
ved

sec(x) =

, X #nm.
cos(x)

Vis, at

- 22

og (sec)(x) = sec(x) - tan(x) .

Afledte funktioner

Ovelse 2.21
Differentier de felgende funktioner:

sin(x) - 1

a) f(x) = /sin(x)? + 1 b) g(x) =

cos(x)
¢) h(x) = sin(x3) d) k(x) = sin(cos(x))

QOvelse 2.22
Bestem differentialkvotienten f” (%), nar

cos(x) + 1

a) f(x) =

sin(x)

b) f(x) = \Jeos(x) + 1
¢) f(x) = sin(x)*

d) f(x) = cos(sin(x) - 1)

o f(x) - sin(x) + 1

cos(x) + sin(x)



Tangentligninger

Den afledte funktion giver tangentheeldningen i et vilkarligt punkt pa
grafen. Har man en tangentheldning og et punkt, kan man bestemme en
ligning for tangenten. Her folger et par eksempler.

Eksempel 3.1 Funktionen f(x) = x? + 4x + 6 har en tangent i punktet
P(-1; f(-1)). Hvad er tangentens ligning?

Tangenten er en ret linje, s& den har ligningen y = ax + b. Man skal alts&
bestemme de to tal a og b for at kunne skrive ligningen op. a er tangentens
heeldning, og den er givet ved f’(x), derfor bestemmer man forst f’(x):

fl(x)=2x+4-1+0=2x+4.
Forstekoordinaten til punktet er x, = -1, derfor er tangentens haeldning
flen=2-(-n+4=2,
og tangentens ligning er altsa y = 2x + b.

For at kunne bestemme hele ligningen skal man kende det punkt, i hvilket
tangenten rorer grafen. Forstekoordinaten er xy = -1, andenkoordinaten er

Yo=f(-1)=(-1)>+4-(-1)+6=1-4+6=3.

Tangentens reringspunkt er derfor (-1; 3). Dette punkt indseettes i tangen-
tens ligning, dvs.

3=2-(-1)+b = b=5.
Altsa er tangentens ligning
y=2x+5.
Grafen og tangenten kan ses pa figur 3.1.

Eksempel 3.2 Funktionen g(x) = 3x + In(x) har en tangent i punktet

P(1; f(1)).

For at bestemme tangentens ligning, bestemmer man forst
1
/
x)=3+—.
g () .
Tangentens heeldning er sa
, 1
a=f(1)=3+I=4,

31

Figur 3.1: Grafen for f(x) = x* + 4x + 6
har en tangent med ligningen y = 2x + 51
punktet P(-1; 3).



"Husk, at bide grafen for f og tangenten gar
gennem P(xy; f(x)), dvs. dette punkt skal
passe ind i tangentens ligning.
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og ligningen er y = 4x + b.
For at bestemme b udregner man andenkoordinaten til reringspunktet
Yy =f(1)=3-1+In(1) =3,
og dette tal seettes sammen med x, = 1 ind i tangentens ligning:
3=4-1+b = b=-1
Altsa er tangentens ligning

y=4x-1.

Som det ses af de to forrige eksempler, bruger man samme fremgangsmade,
hver gang man skal bestemme en tangentligning i et punkt. Der kunne
derfor maske veere en fordel i at samle hele proceduren i én formel. Dette
er gjort i felgende seetning.

Lad der veeret givet en differentiabel funktion f(x). Tangenten til grafen
for f i punktet P(xo; f(x0)) har da ligningen

y =f/(xo) - (x = x0) + f(x0) .

Bevis

Tangenten er en ret linje, sa den har ligningen y = ax + b. Da f’(x) giver
tangentheeldningen, og tangenten rerer grafen i P(xy; f(xp)), ma tangentens
heeldning veere

a =f/(x0) .

Tangentens ligning kan altsa skrives som

y=f(x) x+b. (3.1)

For at bestemme skeeringen med andenaksen, b, indseettes det kendte
punkt! P(xp; f(x0)) i tangentens ligning, som sa lgses for b:

f(x0) =f/(x0) X +b = b= ‘f/(xo) X0 + f(x0) -

Dette udtryk for b settes ind i tangentligningen (3.1), og man far

y =f’(xo)'x—f’(x0)~x0 + f(xo) »

som ved at seette uden for parentes kan skrives som
y = f(x0) - (x = x0) + f(x0) - .

Her folger et par eksempler pa anvendelsen af formlen.
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Eksempel 3.4 Funktionen f(x) = 3x? + 10 har en tangent i punktet
P(5; f(5)). For at bestemme tangenten benyttes formlen

y = f(x0) - (x = x0) + f(x0)

med x = 5, dvs.

y=f'(5) (x-5)+f(5).
For formlen kan bruges, skal man kende f”(x):

fl(x)=3-2x+0=6x.
Herefter beregner man

f/(5)=6-5=30
f(5)=3-5*+10=85.

Ved indseettelse i formlen fas ligningen
y=30-(x-5)+85,

som reduceres til
y =30x - 65.

Eksempel 3.5 Funktionen g(x) = (7x + 1) - e* har en tangent i punktet
P(0; £(0)).

Tangenten har ligningen
Yy =8'(0): (x - 0)+ g(0) = g'(0) - x + g(0) .

Nu finder man?

g(x)=7-e"+Tx+1)-e" =(7Tx+8)-e*.

Dvs.

g0)=(7-0+8)-e"=8-1=8
g0)=7-0+1)-e"=1-1=1.

Indseetter man dette i udtrykket ovenfor, nar man frem til ligningen

y=8x+1.

3.1 Bestemmelse af reringspunkter

Hvis man kender forskriften for en funktion og et punkt pa grafen, kan
man bestemme en ligning for tangenten til grafen i dette punkt. Men det
er ogsa muligt at regne den anden vej: Hvis man kender tangenten, kan
man finde reringspunktet.

I dette afsnit bliver der vist nogle eksempler:

Funktionen differentieres vha. produktreg-
len, seetning 2.17.
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Figur 3.2: Tangenten y = x + 2 rorer grafen
for f(x) = -x* + 3x + 1 i punktet (1;3).

@
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Figur 3.3: Grafen for f(x) = x - 2 + 3 har
en tangent med heeldning 2 i punktet (2; 3).
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Eksempel 3.6 En funktion er givet ved forskriften f(x) = -x? + 3x + 1.

Grafen for funktionen har en tangent med ligningen y = x + 2, hvor pa
grafen er reringspunktet for denne tangent?

Den afledte funktion er
fl(x)=-2x+3,

og den giver tangentheeldningen i ethvert punkt pa grafen.

Den tangent, man kender ligningen for, har heeldningen 1, dvs. f/(x) = 11
reringspunktet. Det giver ligningen

-2x+3=1 = x=1.

Tangentens reringspunkt ligger altsa ud for 1 pa fersteaksen. Nu mangler
man blot andenkoordinaten, som er

f(1)=-1*+3-1+1=3.,
Reringspunktet har altsa koordinaterne (1; 3), se figur 3.2.

Eksempel 3.7 Funktionen f er givet ved
4
fx)=x--+3, x>0.
X

Grafen for f har en tangent med heeldning 2. Hvor er denne grafs rerings-
punkt, og hvad er tangentens ligning?

Da det er f/(x), der er tangenthaldningen, skal man her finde ud af, hvornar
f’(x) = 2. Forst finder man derfor f’(x),

4
f’(x):1+;, x>0.

—~~

Herefter loser man ligningen f/(x) = 2,

1+—=2 = =1 = X=-2vVvx=2.

x2

1|

Der er to legsninger til ligningen, men da f(x) kun er defineret for x > 0,
kasseres den negative lgsning. Den segte forstekoordinat til reringspunktet
er s x = 2.

Andenkoordinaten til reringspunktet er
ﬂm=2-§+3=3,
og reringspunktet har altsa koordinaterne (2; 3), se figur 3.3.
Tangentens ligning er ifelge seetning 3.3 givet ved
y=f@- (x-2)+f(@),

men da man allerede kender tangentens heeldning f/(2) = 2 og har beregnet
f(2) = 3, bliver denne ligning til

y=2-(x-2)+3,

som kan reduceres til
y=2x-1.
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Eksempel 3.8 Grafen for funktionen f(x) = x* - 3x? - 21x + 5 har to tan-
genter med heeldningen 3. Hvad er reringspunkterne for disse tangenter?

Tangenternes heeldning er 3, dvs. f/(x) = 3. For at lgse denne ligning skal
man forst bestemme f”(x),

Fl(x)=3x*-3-2x-21-1=3x*-6x-21.
Ligningen f’(x) = 3 er derfor andengradsligningen
3x’-6x-21=3 <  3x'-6x-24=0.
Loser man denne ligning, finder man lgsningerne
x=-2vx=4.

De to reringspunkter er altsa (-2; f(-2)) og (4; f(4)). De to andenkoordinater
kan nu bestemmes,

f(=2)=(-2)*-3-(-2)*-21-(-2)+5=27
f(4)=4>-3-4°-21-4+5=-63.

De to reringspunkter er altsa (-2;27) og (4;-63). I disse to punkter har
grafen for f tangenter med heeldning 3.

Hvis man er interesseret i at finde ligningerne for disse to tangenter kan
det gores pa samme made som i eksempel 3.7.

Eksempel 3.9 Ieksempel 3.8 s man, at grafen for f(x) = x* -3x?-21x+5
har to tangenter med heeldning 3. Findes der en heeldning a, sa grafen har
preecis én tangent med denne heeldning?

Dette sporgsmal er lidt mere komplekst, men idet man finder rerings-
punkter for tangenterne ved at lose ligningen f’(x) = a for en bestemt
heeldning a, kan spergsmalet oversettes til det folgende: Findes der et tal
a, sa ligningen

fx)=a (3.2)
har preecis én lesning?
Fra eksempel 3.8 har man, at

F/(x) =3x* —6x-21.

sa ligningen (3.2) bliver

3x2-6x-21=a = 3x2-6x-21-a=0.

Dette er en andengradsligning. Hvis denne ligning skal have preecis én
lpsning skal dens diskriminant veere lig 0. Diskriminanten for denne ligning
bliver?

d=(-6)%-4-3-(-21-a) =36-12-(-21-a) = 288 + 12a .
Hvis dette skal give 0, skal

288 +12a =0 = 12a = -288 <= a=-24.

Shusk, at diskriminanten er d = B> - 4AC,
hvor A, B og C er ligningens koeflicienter.
(De skrives her som A, B og C, fordi koeffi-
cienten til andengradsleddet ikke ma hedde
a, da det er tangentens heeldning.)
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Figur 3.4: Grafen for f(x) = x* + 3x + 6 har
to tangenter, der gar gennem P(2;7).
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Der findes altsa preecis én tangent til grafen med heeldning a = -24.

Faktisk kan man ved at se neermere pa diskriminanten konstatere, at hvis
a > —24 findes der to tangenter med heeldningen a; mens der ingen tangen-
ter findes med heeldningen a, hvis a < -24.

Eksempel 3.10 I dette eksempel ses pa grafen for funktionen f(x) = x* +
3x + 6. Hvor mange af grafens tangenter gar ogsa gennem punktet P(2;7)?

At svare pa dette spergsmal er ikke helt simpelt, idet punktet P ikke ligger
pa grafen. P4 figur 3.4 kan man se et billede af situationen; her kan man
ogsa se, at der er to tangenter til grafen for f, der gar gennem P.

Ifelge seetning 3.3 er tangentens ligning

y :f’(xo) (x = x0) + f(x) .

Problemet bestar nu i at finde frem til reringspunkterne for de tangenter, der
gar gennem P(2; 7). Reringspunktet er defineret ud fra dets farstekoordinat
xo; men den kender man ikke.

Til gengeeld ved man, at tangenterne gar gennem P(2;7), sa disse koordina-
ter skal passe ind i tangentens ligning, dvs. man har

7= f(%0) - (2 - x0) + f(x0) - (3.3)

For at kunne komme videre med denne ligning er det ngdvendigt at kende
f’(x), som findes ved at differentiere f:

fl(x)=2x+3.

Dette kan sammen med funktionens forskrift indseettes i ligningen (3.3), sa
man far ligningen

7= (2% +3) - (2 - x0) + (xF + 3% + 6)
som kan reduceres til
7=—2xg+x0+6+xg+3x0+6,
der igen kan reduceres, s& man ender med andengradsligningen
X3 -4x-5=0.
Denne ligning har lesningen

xp=-1vVv x=5.

Idet der er to reringspunkter, er der altsa to tangenter. Reringspunkternes
andenkoordinater og tangenternes ligninger kan herefter bestemmes ved
at ga frem som i eksempel 3.4.
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Qvelse 3.1
Bestem en ligning for tangenten til grafen for den givne
funktion i punktet:

a) f(x):x2+1,

b) g(x) =3x-x*, (1;2)

(3;10)

c) h(x)=2In(x)+5, (1;5)

Ovelse 3.2

Bestem en ligning for tangenten til grafen for den givne
funktion i punktet:

a) f(x)=x>+x%-4, (1,f(1))
b) g(x)=e*-4x, (0;£(0)
c) h(x)=8x+3x, (4,h(4)

Ovelse 3.3
Bestem en ligning for tangenten til grafen for den givne
funktion i punktet:

a) f(x)=e"-(x*+1), (0:£(0))
b) g(x)=V3x+1, (5g(5)
Ovelse 3.4

Grafen for funktionen f(x) = x? + 5x har en tangent
med heeldning 3.

Bestem reringspunktet for denne tangent.
Ovelse 3.5

Grafen for funktionen g(x) = x
tangenter med heeldning 1.

3 2

- x° + x + 4 har to

Bestem reringspunkterne for disse tangenter, og bestem
en ligning for hver af tangenterne.

Ovelse 3.6
Funktionen f er givet ved forskriften

fx)=x*-5x+7.

Grafen for funktionen har en tangent t i punktet

P(2; f(2)).
a) Bestem en ligning for t.
Grafen har en anden tangent s, som star vinkelret pa ¢.

b) Bestem reringspunktet for s.

c) Bestem en ligning for s.
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Qvelse 3.7
En tangent til grafen for f(x) = +2x + 10 har rerings-
punktet (xp; 4).

a) Bestem xp.

b) Bestem en ligning for tangenten.

Ovelse 3.8
Funktionen f givet ved

x-1
x2+3

f(x) =

har to vandrette tangenter.

Bestem reringspunkterne for disse tangenter.

Ovelse 3.9
Funktionen f er givet ved

For to veerdier af tallet k er linjen med ligningen y = x+k
en tangent til grafen for f.

a) Bestem de to veerdier af k.

Ovelse 3.10
Funktionen f er givet ved

f(x)=x3+3xz—4x+1.

Grafen for f har en preecis én tangent med heeldning a.

a) Bestem tallet a.

Ovelse 3.11
Funktionen f er givet ved

f(x)=x2+3x—6.

Grafen for f har to tangenter som begge gar gennem
punktet P(2; -5), der ikke ligger pé grafen.

a) Bestem en ligning for hver af disse tangenter.

Ovelse 3.12
En normal er en linje, der star vinkelret pa tangenten i
tangentens reringspunkt.

Bestem en ligning for normalen til grafen for

1-x

f(x)

i punktet P(1;f(1)).
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Monotoniforhold og
ekstrema

Hvis en funktion opferer sig pa den made, at funktionsveardien bliver sterre,
nar den uafheengige variabel bliver sterre, kalder man den for en voksende
funktion.

Forholder det sig til gengeeld sddan, at funktionsveerdien bliver mindre, nar
den uafheengige variabel bliver storre, kaldes funktionen aftagende.

Formelt har man falgende definition,

Definition 4.1
Lad en funktion f veere defineret pa et interval.
1. Hvis der for ethvert seet af to vilkarlige tal x;, x; i intervallet

geelder
xsx = fla)sfle),

kaldes funktionen voksende i intervallet.

2. Hvis der for ethvert seet af to vilkarlige tal x, x, i intervallet

geelder
X1 = X2 = f(xl) = f(xz) 5

kaldes funktionen aftagende i intervallet.

Bemeerk her, at definitionen handler om, hvordan funktionen opferer sig pa
et interval. Hvis man blot kigger pa et enkelt punkt giver det ikke mening at
tale om, om funktionen er voksende eller aftagende. Egenskaberne voksende
og aftagende knytter sig altsa til intervaller, ikke til punkter.

Eksempel 4.2 Grafen for funktionen f(x) = 2x + 1 er en ret linje med
positiv heeldning. Denne funktion er derfor voksende.

En ret linje med negativ heeldning er omvendt grafen for en aftagende
funktion (det kunne f.eks. veere f(x) = —4x + 3).

En funktion, der er enten voksende overalt eller aftagende overalt, kaldes
en monoton funktion. Men det er ikke alle funktioner, der er monotone.
Der findes mange funktioner, som er voksende nogle steder og aftagende
andre steder.
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Figur 4.1: Grafen for f(x) = x* — 4x + 1.

1Faktisk kan man udlede af definition 4.1, at
en konstant funktion bade er voksende og
aftagende. Det virker selvmodsigende, men
er ikke desto mindre tilfzeldet.
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Nar man beskriver, hvor funktionen vokser, og hvor den aftager, siger man,
at man beskriver funktionens monotoniforhold.

En funktions monotoniforhold finder man ved at opdele forsteaksen i de
intervaller, hvor funktionen er voksende, og de intervaller, hvor funktionen
er aftagende.

Eksempel 4.3 Pa figur 4.1 kan man se grafen for funktionen

f(x)=x*-4x+1.

Der er ogsa indtegnet et lodret linjestykke ud for x = 2. Man kan se, at pa
venstre side af linjestykket er funktionen aftagende, mens den er voksende
pa hajre side.

Funktionens monotoniforhold er sa, at f(x) er aftagende, nar x < 2, og
voksende, nar x = 2.

I eksempel 4.3 blev monotoniforholdene bestemt ved afleesning. Man kan
altid tegne grafen for en given funktion og bestemme monotoniforholdene
ved afleesning, men det giver en begreensning i preecision.

Derfor kunne det veere smart, hvis man i stedet kunne regne ud, hvor grafen
skifter fra at veere aftagende til at veere voksende eller omvendt, hvis blot
man kender funktionens forskrift.

Fra eksempel 4.2 har man, at hvis grafen for en funktion er en ret linje, er
dens monotoniforhold bestemt af heeldningskoefficienten. Er heeldningen
positiv, er funktionen voksende, er den negativ, er funktionen aftagende.

Tangenterne til grafen for en funktion er netop rette linjer, og deres heeld-
ningskoefficienter er bestemt ved f’(x), derfor giver folgende setning
intuitivt mening:

Hvis funktionen f er differentiabel, geelder der

1. Hvis f er voksende i intervallet [a; b], er f/(x) = 0 for alle x €
Ja; b[.

2. Hvis f er aftagende i intervallet [a; b], er f/(x) < 0 for alle
x € Ja; b[.

3. Hvis f er konstant i intervallet [a; b], er f’(x) = 0 for alle x €
la; b[.

Her er det veerd at bemeerke, at nar f(x) er voksende, s& er tangentheeld-
ningen ikke nedvendigvis positiv i hele intervallet. Den kan udmeerket
veere 0 pa et stykke. Det folger af definition 4.1, hvor det netop heller ikke
kreeves, at f(x;) er storre end f(x,), nar x; < x, men blot starre eller lig
med. Bade voksende og aftagende funktioner kan séledes veere konstante
pa et interval.!

Seetning 4.4 kan bruge til at sige noget om f’(x), hvis man allerede ved, om
funktionen er voksende eller aftagende. Normalt vil man i stedet forsege
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at bestemme monotoniforholdene ud fra et kendskab til f/(x). Her geelder

folgende:

For en differentiabel funktion f(x) geelder at

1. Hvis f’(x) > 0 for alle x i et interval ]a; b[, er f voksende i [a; b].

2. Hvis f’(x) < 0 for alle x i et interval ]a; b[, er f aftagende i
[a; b].

3. Hvis f/(x) = 0 for alle x i et interval ]a; b[, er f konstant i [a; b].

Hvis man skal bestemme monotoniforholdene for en funktion f skal man
altsd undersoge f” for at finde ud af, hvornar f’(x) gar fra at veere positiv
til at veere negativ, eller omvendt.

Gar f(x) fra at veere positiv til at veere negativ, ma veerdien af f/(x) passere
0. Altsa skal man finde ud af, hvornar f’(x) = 0.

Dette illustreres i folgende eksempel.
Eksempel 4.6 Her ses pa samme funktion som i eksempel 4.3,
f(x)=x*-4x+1.

For at finde ud af, hvornar grafen gar fra at veere voksende til at veere
aftagende, skal man finde ud af, hvor f’(x) = 0. Ferst bestemmer man
derfor f’(x),
fl(x)=2x-4.
Ligningen f’(x) = 0 bliver derfor
2x-4=0 = x=2.

Ud for x = 2 har grafen derfor en tangent med heldning 0, dvs. en vandret
tangent. Dette kan ogsa ses pa figur 4.2.

Pa grafen kan man se, at funktionen er aftagende for x = 2 og voksende
efter. Har man ikke grafen, kan man finde frem til fortegnet for f’(x) ved
beregning.

Skal man finde ud af, om f’(x) er positiv eller negativ, nar x < 2, veelger
man et tal mindre end 2, som man setter ind i forskriften for f’. Et tal
mindre end 2 kunne f.eks. veere 0. Her far man

f(0)=2-0-4=-4.

Da -4 < 0, konkluderer man, at f’(x) er negativ for alle x < 2, dvs. her er f
aftagende.?

Pa samme made kan man veelge et tal storre end 2, f.eks. 3 og beregne
f/3)=2-3-4=2>0,

dvs. f/(x) er positiv for x > 2, og f(x) er altsa voksende for disse veerdier
af x.

Monotoniforholdene for f er altsa alt i alt, at f(x) er aftagende for x < 2 og
voksende for x = 2.%

@

\¢ - : (1)

Figur 4.2: Grafen for f(x) = x* - 4x + ler
aftagende for x = 2 og voksende efter x = 2.
Ud for x = 2 er der en vandret tangent.

*Fra tidligere ved man, at f’(x) kun giver 0
for x = 2. Derfor vil veerdien af f/(x) have
samme fortegn for alle tal x < 2, og det er
altsa kun nedvendigt at undersoge fortegnet
for f’(x) for ét tal mindre end 2; her var det
x=0.

3Tallene 0 og 3, som man satte ind i for-
skriften for f’(x) indgar altsa ikke i mono-
toniforholdene. Det var blot to tilfeeldige
tal mindre hhv. sterre end 2, som blev ind-
sat for at finde fortegnet for f’(x), nir x er
storre/mindre end 2.



“Fortegnslinjen er altsa ikke det samme som
monotoniforholdene, men monotoniforhol-
dene kan afleeses pa fortegnslinjen.

()

lokalt
maksimum

lokalt

minimum

globalt

minimum

Figur 4.3: Funktioner kan have bade globa-
le og lokale ekstrema.
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4.1 Fortegnslinje

Et redskab, man ofte anvender til at skabe et overblik, for man beskriver mo-
notoniforholdene, er en sékaldt fortegnslinje. For funktionen i eksempel 4.6
ser fortegnslinjen saledes ud:

x 2
1 - 0 :
(x) : N min. /!

Af figuren kan man se, at for x = 2 er f/(x) < 0, og efter x = 2 er f/(x) > 0.
Dette er illustreret med hhv. - og + pa figuren. I den nederste linje ser man,
at dette viser, hvor f(x) er aftagende, og hvor den er voksende (illustreret

med hhv. \, og /).

Vha. fortegnslinjen kan man skrive monotoniforholdene op.* Men man kan
ogsa afleese noget mere. Ud for x = 2 har funktionen f nemlig et minimum,
dvs. et sted hvor funktionsverdien er lavest mulig.

Man kan se pa figuren, at der er tale om et minimum, idet funktionen forst
aftager og derefter vokser. I dette tilfeelde er der faktisk tale om et globalt
minimum, fordi det er det laveste punkt pé hele grafen. Hvis et minimum
ikke er globalt, taler man om et lokalt minimum. Pa samme made taler
man i gvrigt ogsa om globale og lokale maksima. En illustration kan ses pa
figur 4.3.

En samlet betegnelse for disse punkter pa grafen er ekstrema. Et ekstremum
er altsé et sted pa grafen, hvor der er maksimum eller minimum (lokalt

eller globalt).

Eksempel 4.7 I dette eksempel bestemmes monotoniforhold og ekstrema
for funktionen f(x) = x* - 6x% + 9x + 1.

Den afledte funktion er
fl(x)=3x*-12x+9,
dvs. ligningen f”(x) = 0 bliver andengradsligningen
3x2—12x+9=0,

som har lgsningerne x = 1 og x = 3.

Disse to lesninger deler tallinjen ind i tre intervaller: Tallene mindre end
1, tallene mellem 1 og 3 og tallene storre end 3. Nu veelger man et tal fra
hvert af disse intervaller for at finde fortegnene for f’(x) i intervallerne:

x<1: f(0)=3-0°-12-0+9=9>0
l<x<3: f/(2)=3-22-12-2+9=-3<0
x>3: f/(5=3-5%-12-5+9=24>0

Herudfra kan man sa tegne en fortegnslinje
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. ! ;
f(x) + 0 - 0 4
f(x) : /" maks. \ min.

Ud fra fortegnslinjen kan man afleese monotoniforholdene:

f(x) er voksende for x <
1<x=<3.

1 og for x = 3 og aftagende for

Idet man ved, at monotoniintervallerne skiller ved x = 1 og x = 3, kan
man ogsa afleese monotoniforholdene fra grafen (se figur 4.4) i stedet for at
tegne fortegnslinjen.

Ud fra fortegnslinjen kan man ogsa se, at der er to lokale ekstrema. Det

ene ekstremum er et lokalt maksimum ud for x = 1, det andet er et lokalt

minimum ud for x = 3.

Andenkoordinaterne til de to ekstrema findes:
f1)=1°-6-1"+9-1+1=5f3) =3"-6-32+9-3+1=1.

Funktionen f har altsa et lokalt maksimum i (1;5) og et lokalt minimum i
(3;1).

Eksempel 4.8 I dette eksempel bestemmes evt. ekstrema for funktionen
f(x)=6-Jx-2x,

Grafen for denne funktion kan ses pa figur 4.5. Her ser man, at det ser ud
som om funktionen har et globalt maksimum i neerheden af x = 2.

x>0.

For at bestemme, om funktionen har et globalt maksimum, finder man forst
! 2-1= 3 2
2. T Jx

Ligningen f’(x) = 0 bliver derfor

fi(x)=6-

3 3\¢ 9
—=-2=0 = 2dx =3 = x=<7> =—.
Jx v

Der er altsa et muligt ekstremum ud for x = %.

For at kunne lave en fortegnslinje, ser vi pa f’(x) for x < % og for x > %.5

0<x<?2: f’(l):

S o
|
4

maks.

@

il

: (1)
I
Figur 4.4: Grafen for f(x) = x>~ 6x?+9x +1

har et lokalt maksimum og et lokalt mini-
mum.

@

: 1)

1

Figur 4.5: Grafen for f(x) = 6 - /x - 2x ser
ud til at have et globalt maksimum.

*Det er ogsé vigtigt at huske, at funktionen
kun er defineret for x > 0, s man ma ikke
seette x lig 0 eller et negativt tal.
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Figur 4.6: I punktet (4; f(4)) har grafen for
f(x) = x* - 12x% + 48x - 62 en vendetangent.
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Det skraverede areal viser, at funktionen ikke er defineret for x < 0.

Vha. fortegnslinjen kan man se, at grafen vokser frem til x = %, hvoref-

ter den aftager. Funktionen har altsa et globalt maksimum ud for x = 2.

4
Andenkoordinaten til dette punkt er

9 9 9 3 9 9
f<7)=6- ——2-—=6:-——-—-=—
4 4 4 2 2 2

2

o

Funktionen har altsé et globalt maksimum i (

4.2 Vendetangenter

Hvis man ser pa eksemplerne ovenfor, ser det ud til, at hver gang en graf
har en vandret tangent, skifter den fra at vokse til at aftage, eller omvendst.
Det er imidlertid ikke altid tilfzeldet, hvilket neeste eksempel viser.

Eksempel 4.9 Her undersoges funktionen
f(x) = x° - 12x% + 48x - 62

for at finde frem til monotoniforholdene.

Forst findes f(x):
F/(x) =3x*-12-2x + 48 -1 = 3x* - 24x + 48 ,
og derefter lases f’(x) = 0, som er andengradsligningen
3x% - 24x +48 = 0.
Det viser sig, at denne andengradsligning kun har én lgsning, nemlig

x=4.

Herefter bestemmes fortegnet for f’(x) for x < 4 hhv. x > 4,

x<4: f(0)=3-0°-24-0+48=48>0
x>4: f/(5)=3-5°-24-5+48=3>0.

Fortegnslinjen ser altsa saledes ud:

X : ﬁL
f(x) + 0 +
f(x) : Ve ? /

f’(4) = 0, s der er en vandret tangent ud for x = 4, men der er hverken tale
om maksimum eller minimum, idet funktionen vokser bade for og efter
x = 4. Situationen kan ses pa figur 4.6.

I dette tilfzelde taler man om en vandret vendetangent. Fortegnslinjen ser
altsa saledes ud
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X : 4
f(x) + 0 +
f(x) - / vend. /"

og funktionen f er voksende for alle x.

Betegnelsen vendetangent kan godt virke lidt underlig. Ser man pa grafen
pa figur 4.6, er det tydeligt, at grafen netop fortseetter og altsa ikke vender.
Men hvis det ikke er grafen, der vender, hvad er det sa?

Ser man neermere pé grafen vil man se, at grafen ikke krummer p& samme
made for og efter det punkt, hvor der er vandret vendetangent. Pa den
konkrete graf er krumningen sadan, at grafen ligner /~ for vendetangenten,
og / efter vendetangenten.

4.3

Opsummering af metode

Dette afsnit afsluttes med en generel opskrift pa, hvordan man bestemmer
monotoniforhold og ekstrema for en given funktion f(x):

1.
2.

Bestem f”(x).

Los ligningen f’(x) = 0. Lesningen er de steder, hvor der er mulige

ekstrema.®

. Losningerne til ligningen f’(x) = 0 deler forsteaksen i en reekke

intervaller. Bestem fortegnet for f(x) i hvert af disse ved at indsatte
et tal fra hvert interval i forskriften for f/(x).

Man kan ogsa veelge at tegne grafen for at undersoge, hvordan funktio-
nen opforer sig i monotoniintervallerne. I sa fald bliver denne udregning
og fortegnslinjen overflodig.

Tegn en fortegnslinje.

. Konkludér vha. fortegnslinjen. Hvis man skal bestemme et maksi-

mum eller et minimum, skal man huske ogsa at beregne andenkoor-
dinaten til punktet.

®Husk, at der ogsa kan veere vendetangen-
ter.



46
4.4 Ovelser
Ovelse 4.1

Figuren herunder viser grafen for funktionen f(x).

)

Aflees funktionens monotoniforhold.

Ovelse 4.2
Bestem monotoniforholdene for de felgende funktioner

a) fi(x)=ln(x)-x+3, x>0
b) fz(x)=—x3—3x2+9x
¢) fi(x)=5x-¢€, -4=<x=<8

d) fi(x)=-x*+4x?+3x-3
e) f5(x):%x4—2x3+4x2+3
B fo()=x+ 2

x
g) f7(x)=4\f—%x2, x=0

h) fy(x)=-x3+3x%+4

Ovelse 4.3
Bestem de lokale ekstrema for funktionerne i gvelse 4.2.

Qvelse 4.4

Tegn grafen for funktionen f (x) = -x> + 4x? +3x -3 og
bestem, hvad tallet a kan veere, nar ligningen f (x) = a
har preecis 3 lesninger.

Monotoniforhold og ekstrema

Qvelse 4.5

Bestem monotoniforhold og ekstrema for de folgende
funktioner. Husk i hvert tilfeelde at leegge meerke til, om
funktionen er defineret for alle x.

a) fi(x)=3x%-6x+7.

b) fa(x) = In(x) - %xz.

¢) fa(x) = x> +3x% - 9x +2

D fi)= .

&) fi(x) = 6y - 2.

f) fo(x)=x>-12x, xe€[-1;10].

Ovelse 4.6
Funktionen f er givet ved

f(x) = —2x3 - 4ax .

Argumenter vha. den afledte funktion for, at f er en
aftagende funktion.

QDvelse 4.7
Funktionen g er givet ved

glx) =x°.

Argumenter vha. den afledte funktion for, at g ikke er
en monoton funktion.

QOvelse 4.8
Pa figuren ses monotonilinjen for funktionen f.

X .

fi(x) +

-2
0

|
S T
+

Tegn en mulig graf for funktionen.



Optimering

I sidste kapitel blev det gennemgaet, hvordan man kan finde ekstrema for
en funktion. Dette kan bruges til optimering af en sterrelse. Optimering
gar ud pa at finde ud af, hvornar en given sterrelse er sa stor eller lille som
muligt.

Hvis man har den sterrelse, man skal optimere, givet som en funktion af én
variabel, sa bestar optimering blot i at bestemme maksimum eller minimum,;
men virkeligheden er ikke altid sa simpel. Skal man f.eks. bestemme hvornar
et givent areal er storst, kan det sagtens forekomme, at arealet afheenger af
bade en leengde og en bredde. Der bliver s& nedt til at veere nogle andre
betingelser, der afger hvordan leengden og bredden atheenger af hinanden.

Hvordan optimering rent konkret kan forega illustreres maske bedst med
nogle eksempler.

Eksempel 5.1 I en have skal der bygges en hensegard langs med en mur
(se figur 5.1). Der skal saledes indhegnes 3 sider af et rektangel. Hvis der
er 20 m hegn til radighed, hvordan skal indhegningen sa bygges, sa den
deekker det storste areal?

Leengden og bredden af det rektangel, der udger hensegarden, kan man
kalde x og y (se figuren). Den samlede leengde af hegnet ma sa svare til
leengden af de tre sider, dvs. 2x + y. Da hegnet er 20 m langt, ma der geelde,
at

2x +y =20,

og isolerer man y i denne ligning, far man
y=20-2x.

Arealet af rektanglet er A = x - y, og det er denne storrelse der skal veere
storst mulig. Denne sterrelse aftheenger af to variable, x og y, s& man kan
ikke umiddelbart bestemme dens sterste veerdi. Men da man lige har fundet
ud af, at y = 20 - 2x kan arealet ogsa skrives som

A:x-y:x-(20—2x):20x—2xz,

og s& athaenger arealet kun af x.!

Hvornar er dette areal sa sterst? For at finde de mulige ekstrema for funk-
tionen gar man frem fuldsteendig som i foregaende kapitel, dvs. man leser
ligningen A’ = 0.
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Figur 5.1: En hensegérd bygges langs med
en mur.

"Bemeerk i ovrigt, at 0 < x < 10. At x > 0
folger af, at x er en leengde, betingelsen x <
10 folger af at der kun er 20 m hegn. De to
sider af leengde x kan derfor tilsammen ikke
veere 20 eller mere. Det betyder ogsa, at evt.
lgsninger for x, som ikke ligger i intervallet
mellem 0 og 10, skal kasseres.
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Figur 5.2: Arealet er storst, hvor x = 5.

T
N

Figur 5.3: En cylinder er defineret ud fra
dens hgjde og radius.

0,1 0,54

Figur 5.4: Overfladearealet er mindst nar
radius er 0,54 dm.

48 Optimering

Idet A = 20x - 2x?, bliver
A'=20-1-2-2x=20-4x,
Dvs. ligningen A” = 0 er ligningen
20-4x=0 = x=5.

Der er altsd muligvis et maksimum for arealet, hvor x = 5. For at veere
sikker péa, at der nu ogsa er tale om et maksimum kan man tegne grafen
for A, den ses pa figur 5.2.

Pa grafen ser man, at det drejer sig om et maksimum. Altsa er arealet storst,
nar x = 5. Det giver s, at y = 10, og at arealet er A = 50, hvilket man ogsa
kan se pa figuren.

Eksempel 5.2 En cylinderformet beholder, der skal rumme 1 liter, skal
laves, sa materialeforbruget er mindst muligt. Vi kan her ga ud fra, at
materialetykkelsen er ens overalt, siledes at materialeforbruget er mindst,
nar overfladearealet er mindst.

En cylinder kan defineres ud fra to parametre: Dens radius r (i toppen og
bunden) og dens hgjde h (se figur 5.3). Idet beholderens rumfang er malt i
liter, og 11 =1 dm?, vil r og h blive malt i dm.

Rumfanget af en cylinder er givet ved
V =nr’h,

og da rumfanget skal veere pa 1 liter, har man

nrth =1 = h=—. (5.1)

Overfladearealet af en cylinder er
A =2mr? + 2nrh

Indseetter man udtrykket for h fra (5.1), far man

1 2
A=2nr2+2nr-—2=2nrz+f.
r r

Arealet er nu givet som en funktion af r. Der, hvor arealet er mindst muligt,
er A’ = 0. Idet

, 2
A" =dnr - —,
r
har man derfor ligningen
dnr- — =0,
2

som har lgsningen

(1
r=>2— ~0,54dm.
27

At det drejer sig om et minimum kan ses pa figur 5.4.
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Nar man kender radius, r = 0,54 dm, kan man beregne hgjden, idet man
fra (5.1) har, at

1
h=———=1,08dm.
7 - 0,542

En cylinderformet beholder, der skal rumme 1 liter, har derfor det mindste
overfladeareal, nar radius er r = 0,54 dm og hejden er h = 1,08 dm.

Eksempel 5.3 Ien have skal der anleegges et blomsterbed pa 10 m?. Blom-
sterbedet skal have form som et rektangel sat sammen med en halvcirkel
(se figur 5.5).

Da der skal leegges sten rundt langs kanten af bedet, er man interesseret i
at gore omkredsen sa lille som muligt. Hvilken sterrelse skal de to leengder
x og r pa figuren s& have?

Blomsterbedet bestar af et rektangel med sideleengder x og 2r samt en
halvcirkel med radius r. Dets areal er derfor

mr?

A=2r-x+—.
2

Da arealet skal veere 10 m?2, kan man seette dette lig med 10. Herefter

isoleres x.
nr? 5 mr

2rx+ — =10 = X=—--—. (5.2)
2 r 4
Det er omkredsen, der skal veere mindst mulig. Derfor opstiller man nu et
udtryk for omkredsen. Idet figuren bestar af 3 rette linjer og en halvcirkel,
bliver omkredsen

O=2r+2x+mr.
I dette udtryk indseettes udtrykket for x fra (5.2), og man far
5 mr T 10
O=2r+2-<f——)+nr= (2+—)r+—.
r 4 2 r
For at finde minimum for dette udtryk, differentierer man forst, og finder
, t 10
O=2+—--—.
2 re

Dette seettes lig 0, og man far ligningen

m 10
2+--==0,
2 r?
som har lgsningen
10
r= —~167Tm.

V20 + 57t

For at finde ud af, om dette nu ogsa er et minimum fremstilles en fortegns-
linje ved at se pa fortegnet for O’ for veerdier af r mindre end hhv. sterre
end 1,67.

10

0<r<167: o’(1)=2+5—?=—6,43<0
10

r>1,67: O'(2)=2+E——=1,07>0.
2 22

Fortegnslinjen ser derfor séledes ud:

2r

X

Figur 5.5: Et blomsterbed pa 10 m* sam-
menszettes af et rektangel og en halvcirkel.
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1,67
AW min.

og der er et minimum, nar radius i cirklen er » = 1,67 m.
Leengden x bliver sa (resultatet fra (5.2) anvendes)

5 - 1,67
X=—-
1,67

=1,67m.

5.1 Opsummering af metode

Den metode, der er anvendt i ovenstdende eksempler, kan beskrives pa
folgende made.

1. Opstil en ligning ud fra en betingelse, der er givet i opgaven (f.eks.
fast omkreds, fast areal, fast rumfang). Isolér herefter én af de variable
i den opstillede ligning.

2. Opstil et udtryk for den sterrelse, der skal optimeres, og erstat en
af de variable i udtrykket med det udtryk, man fandt frem til under
punkt. 1. Man star nu med en funktion af én variabel.

3. Bestem ekstrema for den funktion, man fandt frem til under punkt 2.
Bestem evt. de resterende mal.

Man kan i princippet komme ud for, at der er flere end to variable i det
udtryk, der skal optimeres. Her bliver man sa nedt til at have mere end én
betingelse for at kunne opskrive udtrykket som en funktion af én variabel.
Det svarer til, at man skal udfere punkt 1-2 nogle gange.

5.2 Ovelser

Ovelse 5.1 Ovelse 5.4
Hvis x + y = 64, hvad er sa den sterst mulige veerdi af En kasse foldes af et stykke pap, hvor der er skaret et
x-y? kvadratisk stykke af hvert hjerne (se figur).

| A |

Qvelse 5.2 ‘ ‘

Et rektanguleert omrade skal indhegnes med 400 m hegn. Ix
Omradet skal veere sa stort som muligt. Bestem rektang-
lets leengde og bredde. 30 cm

Ovelse 5.3 - 20 cm |

R

Der skal bygges en kasse med kvadratisk bund og uden x| ! !
lag med et rumfang pa 1200 cm?. x

Bestem kassens dimensioner, hvis der skal anvendes

. . . Bestem veerdien af x, sa kassen far det sterst mulige
mindst muligt materiale.

rumfang.



5.2 Qvelser

Ovelse 5.5
Om to tal x og y geelder, at x + y = 10.

a) Hvad skal x og y veere for at x> + y? er storst
mulig?

b) Hvad skal x og y vere for at x* + y? er mindst
mulig?

QDvelse 5.6

Der skal bygges en kasse, hvor bundens sider er i for-
holdet 1:3. Materialet til top og bund koster 60 kr./m?,
og materialet til siderne koster 80 kr./m?.

Bestem kassens dimensioner, hvis den skal koste 500 kr.
og have det storst mulige rumfang.

Ovelse 5.7
En coladése er udformet som en cylinder. Dasen inde-
holder 330 ml cola (1 ml = 1 cm?3).

a) Hvilke dimensioner ville dasen have, hvis man
blot skulle minimere overfladearealet?

I virkeligheden er en coladase ikke en perfekt cylinder.
Der gar noget ekstra til at lave abningen i toppen, og
bunden er normalt ikke flad, men buet. Dette kan simu-
leres ved, at man antager, at top og bund har en anden
tykkelse end siden pa dasen. (En virkelig coladase er i
ovrigt ca. 11,5 cm hej og har en diameter pa ca. 6,4 cm.)

b) Hvilke dimensioner fir man, hvis top og bund er
dobbelt s& tykke som siden, og der skal bruges
mindst muligt materiale til fremstillingen?

c) Overvej nogle andre hensyn, der kunne tages i
betragtning, nar man skal udforme en coladase.

Ovelse 5.8

En rektanguleer lagerhal skal bygges med et grundareal
pa 5000 m?. Lagerhallen skal deles i to rektanguleere
rum vha. en indre veeg.

Det koster 6000 kr. per meter at bygge de ydre vegge,
og 3500 kr. per meter at bygge den indre veeg.

Find lagerhallens dimensioner, hvis omkostningerne ved
byggeriet skal veere sa lave som mulige.

Ovelse 5.9
En snor pa 50 cm skeeres over i to stykker. Det ene stykke
formes som en cirkel og det andet som et kvadrat.

a) Hvor skal snoren skeeres, hvis de to figurer skal
have det storst mulige samlede areal?

b) Hvor skal snoren skeeres, hvis de to figurer skal
have det mindst mulige areal?
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Ovelse 5.10
Et rektangel er indskrevet i en halvcirkel med radius 10
(se figur).

Bestem dimensionerne af rektanglet, hvis det skal have
sa stort et areal som muligt.

Ovelse 5.11

Et parcelhus er 10 m bredt og har en tagheldning pa 45°
(se figur). Pa forste sal, skal der laves et rektanguleert
glasparti.

F_LIIIIII'T_LIIIIII'T_LIII4I50II'T_
4 . . e o
1 A R A S A A
e o S e e e e

a) Hvor stor bliver hgjden x, hvis glaspartiet skal
have det sterst mulige areal?

b) Hvad er x, hvis tagheeldningen i stedet er 50°?

Ovelse 5.12

En virksomhed far opstillet en model for deres produk-
tion af x enheder af et bestemt produkt. I modellen
betegner O(x) de samlede omkostninger (i kr.) ved pro-
duktionen, og p(x) betegner den pris (kr./stk.), produktet
skal have, for at samtlige enheder bliver solgt.

Det viser sig, at
O(x) = 0,0025 - x% + 10°

0g
p(x) = =0,007x + 1400 ,

hvor x er antal solgte enheder.

a) Udled et udtryk for den samlede omseaetning A(x).

b) Udled et udtryk for det samlede overskud F(x),
dvs. omseetningen fratrukket udgifterne.

¢) Hvor mange enheder skal der produceres, for at
overskuddet bliver storst muligt?



52

Ovelse 5.13

En boreplatform (B) ligger 17 km fra kysten. Fra borep-
latformen skal der fores en rerledning til et raffinaderi
(R), der ligger 45 km henne ad kysten (se figur).

B
|
| 17 km
|
. xS O
R C D
< 45 km >

Man gnsker at vide, hvor pa kysten (i punkt C), man
skal fore rerledningen i land, hvis det er dyrere pr. km
at bygge en undersgisk rerledning, end det er at bygge
den pa land.

a) Hvis det er dobbelt sa dyrt at bygge en undersgisk
rerledning som at bygge den pa land, hvilken veer-
di har x sa?

Optimering

Ovelse 5.14

To peele star 10 m fra hinanden. Peelene er stabiliseret
med en wire, der er fastgjort til et punkt mellem de to
peele. Nogle af malene kan ses pa figuren herunder.

X 10m-x

[ 10 m >

Bestem den veerdi af x, der minimerer leengden af wiren.



Vaeksthastighed

Vha. differentialregning kan man som tidligere vist finde frem til, hvornar
bestemte matematiske storrelser antager deres maksimum og minimum.
Dette kan f.eks. bruges til optimering. Men differentialregning kan ogsa
bruges til at fa indblik i, hvor hurtigt bestemte storrelser vokser til bestemte
tidspunkter.

Der gelder nemlig folgende definition.!

Definition 6.1

Hvis f(t) er en differentiabel funktion, hvor ¢ betegner tiden, sa kalder
man f’(t) for veeksthastigheden til tiden t.

Eksempel 6.2 Pa figur 6.1 ses grafen for f(t), som viser hvordan antallet
af spurve pa en bestemt ¢ vokser med tiden (malt i ar).

Pa figuren kan man aflzese, at grafen gar gennem punktet (4; 440). Samtidigt
er der tegnet en tangent gennem dette punkt; tangentens heeldning er 5,25.
Med andre ord er

£(40) = 440 og  f(40)=5,25.
Dette er en rent matematisk beskrivelse, som kan oversaettes til folgende:

1. Efter 40 ar er der 440 spurve pa gen.

2. Efter 40 ar vokser antallet af spurve pa gen med en hastighed pa 5,25
spurve om aret.

Eksempel 6.3 En kande med lunkent vand seettes i et keleskab. Vandets
temperatur er herefter givet ved funktionen

f(t) =5+15- %0

hvor tiden t méales i minutter.

Herudfra kan man f.eks. bestemme veeksthastigheden f”(45). Forst bestem-
mes
f/(t) = 0+15-(=0,01) - e * = 0,15 . 701" |

og derefter
= — y . e7 U = - 5 .
£/(45) = 0,15 - e %0145 = _0,096

Hvad viser dette tal?
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Bemeerk, at i definitionen kaldes den uaf-
heengige variabel ¢ i stedet for x. I princippet
kunne den sagtens have heddet x, betegnel-
sen t bruges kun for at understrege, at der
er tale om tid.

Antal spurve
(40;440)

50 f

t (ar)

5

Figur 6.1: Populationen af spurve pa en be-
stemt o til tiden ¢ (i ar).
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For det forste ser man, at tallet er negativt, dvs. at temperaturen falder.
Tallets storrelse viser hvor meget. At f/(45) = -0,096 kan derfor fortolkes
pa denne made:

Efter 45 minutter i keleskabet falder vandets temperatur med en hastighed
pa 0,096°C pr. minut.

6.1 Ovelser

Ovelse 6.1 Ovelse 6.2
En nytéarsraket affyres lodret opad. Rakettens hgjde h (i En patient gives en indsprejtning af en bestemt type
meter) som funktion af tiden ¢ (i sekunder) kan beskrives medicin. Til tiden # (i timer efter indsprejtning), kan kon-

ved modellen centrationen c (i ng/L) af medicinen i blodet beskrives
ved modellen
h(t) = -49- tz +45t, O0<t=<45. e(t) = 120 - 0.87¢ .
a) Hvad er rakettens hastighed efter 1 s? a) Bestem tallet ¢/(2), og giv en fortolkning af dette
b) Hvad er rakettens hastighed efter 2 s? tal.

c) Hvad er rakettens hastighed, nar den er 75 m b) Til hvilket tidspunkt aftager medicinkoncentra-
oppe? tionen med en hastighed pa 3 ng/L per sekund?



Flere afledte funktioner

I dette afsnit udledes det, hvordan de afledte funktioner til In(x), e*, a*
og x" ser ud. Den forste af disse udledninger gor brug af tre-trins-reglen,
resten udledes ved brug af regnereglerne i afsnit 2.4 og 2.5.

Hermed er der fort bevis for de sidste af pastandene i tabel 2.6.

Hvis f(x) = In(x), er den afledte funktion f’(x) = %

Bevis
Her bruges tre-trins-reglen. Ferst finder man'

M:mu+mym@pm(x””>=m0+kﬂ.

X X

Herneest ser man péa

Ax
Mzhl(lw:l.lrI(HA;),

(A1)
Ax Ax Ax

Dette kan ikke umiddelbart reduceres yderligere.

Nu skal man lade Ax — 0, men udtrykket i (A.1) er umiddelbart for
kompliceret. Man bruger derfor et lille trick: Man indferer en ny variabel ¢,
som man satter lig med %. At lade Ax — 0 svarer sa til at lade t — 0.

(A.1) kan nu omskrives til

A 1
—f:—~1n(1+t),
Ax  xt
som igen ma svare til
A 1 1 1
;i=f-fqm1+n=f-m<u+nﬂ. (A.2)
Ax x t x

Det er et velkendt resultat i matematikken at[1]

~I=

lim(1 + t)

t—0

=e. (A.3)

Faktisk bruges dette nogle steder som definition pa tallet e. Resultatet i
(A.3) vil ikke blive bevist her, men et godt indicium for pastanden ses pa
figur A.1, der viser grafen for funktionen (1 + 0.
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'T udregningen bruges regnereglen

In(a) - In(b) = In (%) .

N

1

Figur A.1: Grafen for (1 + t)%.

1



“Det er her vigtigt at huske, at man ikke ken-
der den afledte funktion af e* endnu. Denne
kan derfor ikke skrives som andet end (e*)’,
hvilket er det samme som f(x).
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Lader man nu Ax — 0, er det altsa det samme som at lade t — 01 (A.2),
og vha. resultatet fra (A.3) fAr man, at det giver

, 1 1
=—-1 =—.
fx) = - In(e) = .
Nar f(x) = e*, er den afledte funktion f’(x) = e*.
Bevis
Da e* er den inverse funktion af In(x) geelder folgende ligning:
In(e*) = x . (A.4)

Differentierer man pa begge sider af lighedstegnet, sa geelder ligningen
stadig.

Pa venstre side skal man differentiere en sammensat funktion, og man far
derfor?

(n() = (€ = = ).

Pa den hgjre side far man
(x) =1.

Da venstre side er lig hgjre side, geelder der derfor

@1 e fE-e .

e

Hvis f(x) = a*, hvor a > 0, sa er f’(x) = In(a) - a*.

Bevis
Funktionen f kan omskrives til

f(x) =qg¥ = (eln(ﬂ))x — eln(a)-x )
Denne funktion er en sammensat funktion, og dens afledte funktion er

f/(x) = e™D* . In(a) = a* - In(a) = In(a) - a* . .

Hvis f(x) = x", er den afledte funktion f’(x) = nx""!.

Bevis
Forst foretages folgende omskrivning af f(x):

f(x) = x" = eln(x") _ en-ln(x) '
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f kan altsa skrives som en sammensat funktion, hvor den ydre funktion er

p(q) =7,

og den indre er
q(x) = n-In(x),

hvor n er en konstant.

Differentierer man den ydre funktion, finder man

p(g)=el.

Den indre funktion giver

2|

qg(x)=n-
Altsa er

f/(x) = p/(q) . q/(x) =el.p. %

_ en<ln(x) .
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