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Variable og sammenhaenge

Megen matematik beskeeftiger sig med sammenhgenge mellem forskellige
storrelser. Ser man f.eks. pa en cirkel, sa er der en sammenhzeng mellem
dens radius og dens areal. Karer man en tur i en taxa, er der en sam-
menheaeng mellem, hvor langt man kerer og den pris, man skal betale for
turen. Saddanne sammenhaenge kan udtrykkes matematisk vha. formler
og ligninger. I det folgende fokuseres der udelukkende pa sakaldte lineae-
re sammenheenge, men mange af de begreber der introduceres deekker i
virkeligheden et bredere omrade.

1.1 Variable

Nar man udtrykker en sammenheaeng som en formel, beskriver man de stor-
relser, der indgar i sammenheengen (f.eks. radius eller areal), vha. variable.

En variabel er — som navnet maske antyder — en sterrelse der varierer.' Det
er altsa en storrelse, som ikke har en fast veerdi. En variabel i matematik
betegnes altid med ét bogstav,? f.eks. x.

Ombkredsen en cirkel kan f.eks. bestemmes ved formlen
O=2-m-r, (1.1)

hvor O betegner arealet, og r betegner radius. I dette eksempel er bade
O og r variable. Dvs. O og r har ikke nogen fast veerdi.> Men der er dog
en sammenhaeng mellem verdierne af de to variable — hvis man ser pa
en cirkel med en bestemt radius, sd har man ogsé et bestemt areal. Det er
denne sammenheng der er udtrykt i formlen.

Nar der er sammenhgeng mellem to variable, betyder det, at hvis man
eendrer pa den ene variabel, s bliver den anden ogsa automatisk sendret.
Hvis man f.eks. gor en cirkels radius sterre, s& bliver omrkredsen ogsa
storre. I formlen (1.1) kalder man r den uafhaengige variabel, mens O kaldes
den afhaengige variabel fordi dens veerdi afheenger af veerdien af r.

I princippet kunne man lige sa godt have valgt at sige, at O er den uatheen-
gige variabel, og r er den afheengige — for hvis man gendrer p&4 omkredsen
af en cirkel, s4 sendrer man ogsa radius. Formlen (1.1) kan sa skrives om,
sa den i stedet ser saledes ud:

0]
r=—.
2.7

5

1En storrelse, der ikke varierer, men har én
fast veerdi, kaldes en konstant.

?] denne sammenheng er det vigtigt at po-
intere, at der i matematik er forskel pa store
og sma bogstaver — x og X er altsa to for-
skellige variable.

3Tallet t har derimod en fast veerdi, sa det
er ikke en variabel, men en konstant. Det
samme geelder i gvrigt tallet 2.



Tabel 1.1: Sammenheengen mellem pris og

forbrug af el.

Forbrug (kWh) Pris (kr.)

2000
2500
3000
3500
4000
4500

1148,60
1398,25
1647,90
1897,55
2147,20
2396,85
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Men det er mere naturligt at veelge radius som den uafheengige variabel,
for hvis man skal tegne en cirkel, sa er det radius, man tegner ud fra - ikke
omkredsen.

I mange tilfzelde giver det derfor mest mening at lade en bestemt variabel
veere den uathengige. Andre eksempler kunne veere:

« Hvis man beregner lufttrykket p i forskellige hajder h pa et bjerg,
sa er h den uafhengige variabel. Man kan nemlig sendre hejden
ved at vandre op og ned ad bjerget, og lufttrykket sendrer sig sa i
takt med hejden. Det virker derimod maerkeligt, hvis man beskriver
situationen ved at sige, at man kan sendre pa lufttrykket, og det forer
sa til at man kommer til at sta i forskellige hejder.

« Indbyggertallet N i en by eendrer sig typisk med tiden ¢ (malt i
ar). Her vil ¢ veere den uatheengige variabel. Det skyldes, at det er
indbyggertallet der eendrer sig, fordi tiden gar - og ikke arstallet som
eendrer sig, fordi indbyggertallet gor.

1.2 Repraesentation

Sammenheaenge mellem variable kan vises pa flere forskellige méder. Man
kan vise

- en tabel, hvor sammenhgrende veerdier af to (eller flere) variable
vises side om side,

+ en model, som er en formel eller en ligning, der beskriver sammen-
heengen, eller

« en graf, som kan vise hvordan veerdien af en variabel atheenger af en
anden.

Her gennemgas tabeller og modeller gennem et par eksempler. Den grafiske
repreesentation gennemgas i et senere afsnit.

Eksempel 1.1 Hvis man far »NaturEl« fra Energi Fyn, betaler man 150 kr.
om aret i abonnement og 0,4993 kr. pr. kWh, der bliver brugt.[2]

Denne sammenheng kan beskrives i en tabel, hvor man viser prisen for
forskellige forbrug af el, se tabel 1.1.

Men man kan ogsa opstille en matematisk model, nemlig
y=0,4993 - x + 150,

hvor y er den pris, man skal betale om aret, og x er det forbrugte antal
kWh.

Har man en tabel, kan man i princippet kun udtale sig om de veerdier,
der er i tabellen. En model gor det derimod muligt at beregne alle mulige
sammenherende verdier af variablene. Ser man pa tabellen fra eksempel 1.1,
s& kan man kun udtale sig om prisen, hvis forbruget har en helt bestemt
storrelse. Modellen gor det derimod muligt at beregne prisen for et hvilket
som helst forbrug.
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Fordi en tabel kun indeholder en begreenset meengde data, sa kan man
ikke altid omszeette en tabel direkte til en model. Hvis man har en teoretisk
beskrivelse af sammenheengen (f.eks. abonnement og pris pr. kWh, som
i eksempel 1.1), s& kan man skrive en model op og sammenligne med
tabellen.

Hvis man ikke kender en teoretisk sammenhzng, sa bliver man nedt til at
analysere sine data for at finde frem til en model, der passer. Det findes der

forskellige metoder til, én af disse er beskrevet i kapitel 4. Tabel 1.2: Sammenheengen temperaturen
malt i °C og temperaturen i °F.

Eksempel 1.2 Sammenhengen mellem temperaturen nar man maler den

i °C (grader celsius) og nar man maler den i °F (grader fahrenheit), kan ses x(C) y(F
i1.2.[4] 0 32
En matematisk analyse af disse data viser, at ssmmenhegengen kan beskrives 10 50
ved modellen 20 68
y=18-x+32, 30 86
40 104

hvor x er temperaturen malt i °C, og y er temperaturen malt i °F.

Bemeerk i gvrigt, at i modellen fra eksempel 1.1 er elforbruget den uafhaen-
gige variabel, mens prisen er den afheengige. Det skyldes at prisen man
betaler atheenger af hvor meget el man forbruger — det er ikke sadan at
man starter med at betale en pris og sa far man et antal kWh der passer til.

I eksempel 1.2 kan man omvendt sagtens skrive sammenhgengen om, sa
det er temperaturen i °C der er den afheengige variabel. I eksemplet er det i
stedet temperaturen i °F der er den afheengige variabel, dvs. formlen kan
bruges til at regne °C om til °F; men der er intet til hinder for at man skriver
sammenheengen om, sa man kan bruge den til at regne den modsatte vej.

1.3 Grafisk repraesentation

Hvis man har to variable, der atheenger af hinanden, er det muligt at tegne
et billede, der illustrerer ssammenhzngen. Et sddant billede kaldes en graf;
og den tegnes i et koordinatsystem.

Koordinatsystemer

Et koordinatsystem kan forstas som en slags net, der leegges ud over planen, ()

og som man bruger til at beskrive, hvor punkter befinder sig.
A(2;4)

Man starter med at tegne to akser, forste- og andenaksen (ofte kaldet x- 4
og y-aksen), der star vinkelret pa hinanden. De to akser er tallinjer, der B(-3;2)

skeerer hinanden i deres nulpunkter, jf. figur 1.3. Skeeringspunktet mellem I
de to akser kaldes origo. | 1)

Et punkt i et koordinatsystem befinder sig altid lodret ud for et tal pa
forsteaksen og vandret ud for et tal pa andenaksen. Disse to veerdier kaldes C(4;-2)
punktets forste- og andenkoordinat. Et punkt bestar altsa af et sakaldt koor-
dinatszet (x; y), der forteeller, hvor punktet befinder sig i koordinatsystemet

(se figur 1.3). Origo har f.eks. koordinaterne (0; 0). Figur 1.3: De tre punkter A(2;4), B(-3;2)
og C(4;-2) indtegnet i et koordinatsystem.




Figur 1.4: Data fra tabel 1.1 og 1.2 indsat i

hver deres koordinatsystem.

Begge afbildninger tyder pa, at der er en
peen sammenhaeng - i begge tilfeelde ser det
ud til at punkterne ligger pa en ret linje.

Figur 1.5: Grafer over de to modeller fra

eksempel 1.1 og 1.2.

8 Variable og sammenhzenge

y (kr) y (F)
[ ]
PY [ ]
| 100 |
2000 ° .
° 80
1500 | o °
o 60 |
1000 | ®
40 i;
500 |
20 |
| I | I x (kWh) I | | | x (°C)
1000 2000 3000 4000 10 20 30 40

(a) Forbrug og pris. (b) Temperatur i °C og °F.

Fra tabeller til grafer

En tabel kan indtegnes i et koordinatsystem som en reekke punkter ved at
lade forstekoordinaten svare til den uafheengige variabel og andenkoordi-
naten svare til den tilherende veerdi af den afheengige variabel.

Eksempel 1.3 Tabellerne fra eksempel 1.1 og 1.2 viser ssmmenheangene
mellem hhv. elforbrug og pris, og temperatur i celsius og fahrenheit. Tallene
fra tabel 1.1 kan omskrives til en reekke punkter:

(2000,1148.60) , (2500,1398.25), (3000, 1647.90) ,
(3500, 1897.55) ,  (4000,2147.20) , (4500, 2396.85) ,

hvor ferstekoordinaten er forbruget, og andenkoordinaten er prisen. Disse
punkter kan derefter indseettes i et koordinatsystem, se figur 1.4(a).

Pa samme made kan tabel 1.2 overseettes til koordinater, og punkterne
indseettes i et koordinatsystem. Det giver billedet pa figur 1.4(b).

I begge koordinatsystemer ser punkterne ud til at ligge pa en ret linje. Det
kunne derfor i begge tilfzelde se ud som om, der er en simpel model, der

ligger bag de to afbildninger.

De modeller der ligger bag de to afbildninger pa figur 1.4 er beskrevet i
eksempel 1.1 og 1.2. De to modeller kan beskrives som grafer, se figur 1.5.

y (kr) y (F)

2000 | 100+
80 |

1500 |
60 |

1000 | _ 14
40| y=18-x+32

500 y-=0,4993 - x + 150 ﬁo/

| | It ! x (kWh) | It I I x (°C)
1000 2000 3000 4000 10 20 30 40

(a) Forbrug og pris. (b) Temperatur i °C og °F.
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Selve modellerne er de to ligninger
y=04993-x+150 og y=18-x+32.

Graferne bestar sa af alle de punkter, hvor forste- og andenkoordinaten
tilsammen passer ind i den tilherende ligning.

En graf er altsa en billedlig beskrivelse af en ligning, der indeholder to vari-
able. I princippet indeholder grafen og ligningen de samme informationer.

Eksempel 1.4 Ligningen y = -2 - x + 5 beskriver en kurve i et koordi-
natsystem, se figur 1.6. Pa figuren kan man se, at punktet (1; 3) ligger pa
grafen. Det kan man ogsa se af ligningen, idet man kan indseette x = 1 og
fa
y=-2-1+5=3. @)

Man kan ogsa bruge grafen til at lose ligningen -2 - x + 5 = 1. Dette svarer
nemlig til at seette y = 1 og finde de tilhgrende verdier af x. Som man kan
se pa figuren, gar grafen gennem punktet (2; 1). Dvs.

-2-x+5=1 <  x=2. !

Det kunne man ogsa have fundet ud af ved at lgse ligningen algebraisk.

Figur 1.6: Grafen for y = -2 - x + 5.
1.4 Linezere sammenhaenge

De sammenhaenge der er blevet beskrevet ind til nu har formler der folger
samme menster. Det drejer sig om formler som disse:

y=3-x+2, y=7-x-5 og y=-4-x+3.

Sammenheenge der kan beskrives ved formler der ser sadan ud, kalder man
linezere sammenheenge.

Definition 1.5

En linezer sammenhaeng er en sammenheeng der kan beskrives ved
formlen
y=a-x+b,

hvor a og b er to tal.

=3-x+2
Yy d 1)

Det viser sig at nar man tegner grafen for en lineser sammenheeng i et
koordinatsystem, far man en ret linje; det er derfor sammenhzaengene kaldes
linezere (se figur 1.7). Omvendt kan man derfor ogsa sige at en ret linje i et
koordinatsystem kan beskrives ved en ligning af formen

Figur 1.7: Graferne for de tre linesere sam-
menheenge y =3-x+2,y =7 -x-5o0g
y=-4-x+3.

y=a-x+b.



*Af og til kalder man ogsa ligefrem propor-
tionalitet for direkte proportionalitet.
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1.5 Proportionalitet

Andre vigtige sammenhegenge der kan veere mellem variable, er sakaldt
proportionalitet. Det defineres pa felgende made.

Definition 1.6: Proportionalitet
Man har:

1. y er ligefrem proportional med x betyder, at y = k - x.
k

x°

2. y er omvendt proportional med x betyder, at y =

Konstanten k kaldes proportionalitetskonstanten.

Néar man taler om ligefrem proportionalitet, udelader man ofte ordet »lige-
frem«. Hvis der i en tekst star »y er proportional med x«, menes der altsa
» ...ligefrem proportional med ... «.*

Hvis man bytter lidt rundt pa formlerne i definition 1.6 kan de to propor-
tionalitetsformer ogsa udtrykkes pa denne made:

1. y er ligefrem proportional med x, hvis 2 = k.
2. y er omvendt proportional med x, hvis y - x = k.
Desuden kan man se, athvis y = k-x, er x = % -y.Dvs. at hvis y er ligefrem

proportional med x (med proportionalitetskonstant k) er x ogsa ligefrem
proportional med y (med proportionalitetskonstant ).

For omvendt proportionalitet har man, at hvis y = % geelder ogsé x =
Dvs. hvis y er omvendt proportional med x, er x ogsa omvendt proportion
med y (med den samme proportionalitetskonstant).

==

1

o

Eksempel 1.7 Har man et mobiltelefonabonnement med fri SMS, hvor
man kun betaler for opkald, og minutprisen er 0,70 kr., vil den samlede
udgift veere ligefrem proportional med antallet af talte minutter.

Kalder man udgiften for y og antallet af talte minutter for x har man nemlig:
y=070-x.
Her er proportionalitetskonstanten 0,70.

Eksempel 1.8 Hvis man kerer fra Odense til Kebenhavn (en straekning
pa ca. 160 km), vil rejsetiden veere omvendt proportional med hastigheden,
man kerer med.

Hvis tiden y males i timer og hastigheden x males i kilometer pr. time, vil
proportionalitetskonstanten veere 160, og man far

160
y=—.
X
Af denne sammenheeng ses det (som man skulle forvente), at hvis man
kerer 80 km/h tager det 2 timer at kere fra Odense til Kebenhavn, og hvis

man kerer 160 km/h, tager det kun 1 time.
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Eksempel 1.9 »T er proportional med kvadratet pa p og omvendt pro-

portional med s.«

Denne sammenhzng kan under ét udtrykkes som

2
-k -2
S

hvor k er proportionalitetskonstanten. °

SBemeerk her, at »kvadratet p& p« altsé be-

tyder p?.

1.6 Ovelser

Ovelse 1.1

Herunder er angivet en reekke begreber, der er helt cen-
trale nar man skal beskrive sammenhaenge ved hjeelp af
matematik. Forklar hvad hvert af begreberne betyder.

a) Uafheengig variabel
b) Afheengig variabel
c) Konstant

Ovelse 1.2

Sammenheengen mellem en cirkels areal A og dens radi-
us r er givet ved felgende udtryk

A=m-r?.

a) Angiv hvilke sterrelser der er variable og hvilke
der er konstante.

b) Hvilken variabel er den uafheengige variabel i
udtrykket?

c) Hvilken variabel er den afheengige variabel i
udtrykket?

Ovelse 1.3
En sammenheaeng mellem x og y er givet ved tabellen

a) Afset tabellens data som punkter i et koordinat-
system.

b) Tegn den graf der ser ud til bedst at passe pa
punkterne.

c) Brug grafen til at bestemme y-veerdien nar x = 4.

d) Brug grafen til at bestemme x-veerdien nar y = 15.

Ovelse 1.4
En lineser sammenheeng mellem x og y er givet ved
ligningen

y=2-x-3.

a) Bestem pa baggrund af ligningen to punkter der
ligger pa grafen.

b) Afset de to punkter i et koordinatsystem og tegn
grafen.

Qvelse 1.5
Beskriv sammenhaengen mellem x og y med en formel,
nar

a) y er ligefrem proportional med x med proportio-

nalitetskonstant 4.

b) y er omvendt proportional med x med proportio-
nalitetskonstant 9.

Qvelse 1.6
T er ligefrem proportional med S, ognar S = 4er T = 12.
Beskriv sammenheengen mellem T og S vha. en formel.
Ovelse 1.7

Udfyld de manglende felter i tabellen herunder, nar det
er givet, at y og x er ligefrem proportionale.

42

Ovelse 1.8
Udfyld de manglende felter i tabellen herunder, nar det
er givet, at y og x er omvendt proportionale.

xx 1 4 16

yro : 4 2







Rette linjer

Som beskrevet i afsnit 1.4 er graferne for linesere sammenhsenge rette linjer.
Dvs. en ret linje i et koordinatsystem kan beskrives ved en ligning pa
formen

y=a-x+b.

2.1 Heeldning og skeering med akserne

Det er det muligt at afleese veerdierne af tallene a og b i ved at se pa linjen i
et koordinatsystem. Der geelder nemlig folgende seetning.

For en den rette linje med ligningen y = a - x + b geelder:

1. Hvis x vokser med 1, vil y vokse med a.

2. Linjen skeerer andenaksen i b.

Bevis
Nar x vokser med 1, vokser y fraa-x + btil a- (x + 1) + b. Dvs. y vokser
med

(a-(x+1)+b)-(a-x+b)=a-x+a+b-a-x-b=a.

Pa andenaksen er x = 0, dvs. skeeringen med andenaksen er

y=a-0+b=">. ]

For rette linjer i et koordinatsystem geelder altsé at y vokser med et fast
tal (a), hver gang x vokser med 1. Dette er arsagen til at denne type lig-
ning svarer til en ret linje. Jo sterre a er, jo hurtigere vokser y, og linjen
bliver sa mere stejl. Tallet a kalder man derfor for linjens heeldning eller
haeldningskoefficient.!

Hvis a er et negativt tal, aftager y nar x vokser, og linjen vil derfor heelde
den anden vej; dvs. der er tale om en aftagende graf.

13

'En koefficient er en konstant, som er ganget
pa en variabel.



3

a=1

\ ! (1)
-2
! a=-3

Figur 2.1: Afleesning af tallene a og b.

Med mindre linjen falder sammen med
forsteaksen, for sa har den uendeligt mange
punkter feelles med denne.

*Husk at alle punkter p4 forsteaksen har for-
men (x;0), og alle punkter pa andenaksen
har formen (0; y).

14 Rette linjer

For den rette linje med ligningen y = a - x + b forteeller heeldningskoef-
ficienten a folgende:
1. Hvis a > 0 er linjen voksende.

2. Hvis a < 0 er linjen aftagende.

Eksempel 2.3 Pa figur 2.1 ses to rette linjer [ og m.

Linjen [ skeerer andenaksen i -2, og nar man gar 1 til hgjre, skal man ga 1
op for at finde grafen igen, dvs. heeldningskoefficienten er a = 1.

I er har derfor ligningen y = 1 - x + (-2), hvilket reduceres til

y=x-2.

Linjen m skeerer andenaksen i 1, og gar man 1 ud langs fersteaksen, skal
man ga 3 ned ad andenaksen, dvs. heeldningen er -3. Linjens ligning er
derfor

y=-3-x+1.

I det specielle tilfzelde hvor heeldningskoefficienten for en ret linje er 0, er
y konstant; dvs. linjen er parallel med forsteaksen. En sadan linje har af
gode grunde ingen skeeringspunkter med forsteaksen.

En ret linje med en hezeldningskoefficient der ikke er 0, skeerer til gengeeld
forsteaksen. Dette skeeringspunkt kan man regne sig frem til ud fra formlen.

Den rette linje med ligningen y = a- x + b skeerer forsteaksen i punktet

(-£.0).

Bevis
PA forsteaksen er andenkoordinaten 0.3 Linjen skeerer derfor forsteaksen,
hvor

y=0,
dvs.
b
a-x+b=0 = a-x=-b = xX=-—.
a
Linjen skeerer altsa forsteaksen i punktet (—g, 0). ]

Eksempel 2.5 Den rette linje med ligningen y = 4 - x — 12 skeerer anden-
aksen i b = -12 og har heeldningen a = 4. Den skeerer derfor forsteaksen
i

Linjen med ligningen y = 4 - x — 12 skeerer altsa forsteaksen i punktet (3, 0)
og andenaksen i punktet (0, -12).
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2.2 Skeeringspunkter

Hvis to linjer ikke er parallelle, vil de have et skeeringspunkt. Man kan
finde skeeringspunktet ved at lgse det ligningssystem, der udgeres af de to
linjers ligninger. Dette skyldes at linjerne skeerer hinanden i et punkt der
ligger pa begge linjer, dvs. et punkt der skal passe ind i begge ligningerne
samtidig.

Fremgangsmaden illustreres nemmest ved et eksempel.

Eksempel 2.6 De to linjer med ligningerne
y=x-5 og y=-2x+1

skeerer hinanden (se figur 2.2).

Koordinaterne til skeeringspunktet bestemmer man ved at lgse ligningssy-
stemet. Idet y allerede er isoleret i begge ligninger, kan man seette hgjresi-
derne lig med hinanden hvorved man far

XxX-5=-2x+1 <
3x =6 =

x=2.

Nu er forstekoordinaten x bestemt. For at finde punktet skal man ogsa
kende andenkoordinaten y. Den bestemmer man ved at sette den fundne
forstekoordinat ind i én af linjernes ligninger:

y=f2)=2-5=-3.

De to linjer skeerer altsd hinanden i (2, -3), som det ogsa fremgar af figur 2.2.

Grafisk fortolkning af ligningssystemer

Man kan finde skeeringspunkter mellem linjer ved at lgse et ligningssy-
stem. Et ligningssystem kan omvendt fortolkes som to rette linjer. At lose
ligningssystemet svarer sa til at finde skeeringspunktet mellem de to rette
linjer.

Eksempel 2.7 Ligningssystemet
3x+y=2
-6x +3y =21
kan omskrives til ligningerne for to rette linjer ved at isolere y i begge
ligninger. Den forste ligning giver
3x+y=2 << y=-3x+2,
og den anden giver

-6x+3y=21 < 3y=6x+21 << y=2x+7.

@

Figur 2.2: Skeeringspunktet mellem linjer-
ne med ligningerne y = x-50g y = -2x+1.
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Figur 2.3: Lesningen til ligningssystem
kan afleeses som koordinaterne til skeerings-
punktet.

“Der gar nemlig kun én bestemt ret linje
gennem to givne punkter.

@)

a
Yz g !
P
N "/l
b
2 1 ®
X1 Xy

Figur 2.4: De to punkter P og Q pa linjen
med ligningen y = a- x + b.

16 Rette linjer

Ligningssystemet svarer altsa til de to rette linjer med ligningerne

y=-3x+2 og y=2x+7.

Pa figur 2.3 kan man se at de to linjer skeerer hinanden i (-1, 5). Lignings-
systemet har derfor lesningen

x=-1 A y=5.

2.3 Beregning af haldningskoefficienten

Hvis man kender to punkter pa en ret linje, er linjens ligning entydigt
bestemt.? Der er altsa en sammenhaeng mellem de to punkters koordinater
og de to tal a og b. Det viser sig, at man kan finde en simpel formel for
tallet a.

Hvis den rette linje med ligningen y = a - x + b gar gennem de to
punkter P(x1, y1) og Q(x2, y2), er

Y-
a= .
X2 — X1

Bevis
Pa figur 2.4 ses den rette linje med ligningen y = a - x + b og de to punkter

P(x1, y1) 0g Q(x2, y2).
Da punkter P og Q ligger pa linjen, geelder de to ligninger

a-x;+b,
a-x +b. (2.1)

2
n

Traekker man den nederste ligning fra den gverste, far man
Y2-y1=(a-x+b)-(a-x +0b),
som kan reduceres til
Y2-Y1=a-X-a-x.

Nu seettes a uden for parentes, og man far

_ _ Y2~ _
Y= y1=a-(x-x) = i

og formlen er sé bevist. ]
Eksempel 2.9 Enret linje gar gennem punkterne P(3, 5) og Q(6, 7). Hvad
er linjens ligning?

For at svare pa dette spergsmal, ser man pa de to punkter. Heraf fremgar
det, at
x1=3, y»=5, x=6 og y=-7.
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Nu kan man bruge formlerne i seetning 2.8, og man far

=y2—y1:—7—5=—12:_4‘

a _“
Xy — X1 6-3 3

Den rette linje har altsa ligningen y = -4 - x + b, hvor b endnu er ukendt.

Tallet b kan man finde ved at indseette koordinaterne til ét af de kendte
punkter i ligningen. Idet linjen gar gennem P(3,5), ved man at y = 5 nar
x = 3, hvilket giver

-4-3+b=5 = b=5+4-3 d b=17.

Den rette linje har derfor ligningen y = —4x + 17.

Man kan ogsa udlede folgende seetning, der giver formlen direkte, nar man
kender heeldningskoefficienten:

Hvis en ret linje har heeldningskoefficienten a, og den gar gennem
punktet (x1, y1), sa er linjens ligning

y=a-(x-x)+y .

Bevis
En ret linje har en ligningen pa formen y = a - x + b. Hvis punktet (x1, y;)
ligger pa linjen, ma

yi=a-x+b = b=y,-a-x .
Dette udtryk for b indszettes i ligningen:
y=a-x+(y-a-x).
Omformer man denne ligning, far man
y=a-x+y-a-x=a-x-a-x+y=a-(x-x)+y,
hvorved setningen er bevist. [

Eksempel 2.11 Hvis en ret linje gar gennem punkterne P(3, 5) og Q(6, -7),
er heeldningskoefficienten a = -4 (se eksempel 2.9).

Den rette linjes ligning kan sa findes ved at indseette én af de to punkter i
ligningen fra seetning 2.10. Her veelges punktet Q(6, -7):

y=alx-x)+y1=-4x-6)-7=-4x+24-7=—-4x+17.

Man finder altsa den samme ligning som i eksempel 2.9.
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2.4 Ovelser
Ovelse 2.1

Pa tegningen til hejre ses de 3 rette linjer £, m og n som
har ligningerne

y=4x-1,
y=2x+3 og
y=x+3.

Hvilken linje har hvilken ligning?

)

Ovelse 2.2
Bestem ved afleesning en ligning for hver af linjerne
li, ..., Is som ses pa billedet herunder.

—
S
~

T
N
JA\

QOvelse 2.3
Opskriv en ligning for den rette linje der gar gennem
punktet P, og som har heeldningskoefficient a:

a) P(0,4)oga-=2.
b) P(2,1)oga=-}.

Rette linjer

Qvelse 2.4
Bestem en ligning for den rette linje der gar gennem
punkterne:

a) A(2.3) og B(-1,9)
b) C(-3,2) og D(-4,1)
) P(-5,1) og Q(7,1)

Ovelse 2.5

Den rette linje ¢ gar gennem punkterne A(-4,2) og
B(5,5).

Bestem ved beregning en ligning for den rette linje der
gar gennem C(3, -2) og er parallel med ¢.

QOvelse 2.6
En ret linje ¢ gar gennem punkterne P(3, -7) og Q(8, 8).

a) Bestem linjens ligning.
b) Bestem linjens skeeringspunkt med forsteaksen.

Qvelse 2.7
Bestem skeeringspunktet mellem de to linjer med lignin-
gerne

y=2x-1 og y=3x+7.

Ovelse 2.8
En linje har heeldningen 3 og gar gennem punktet (6, 14).

a) Bestem en ligning for linjen.

b) Hvilken tilveekst far y, nar x stiger med 10?

Ovelse 2.9
Afgor ved beregning, om punkterne A, B og C ligger pa
en ret linje, nar

a) A(19,12), B(27,25) og C(40, 46).

b) A(-6,-3), B(~1,5) og C(7, 18).



Funktioner

En funktion i matematik er en form for regneoperation. Man kan beskrive
en funktion som en slags maskine, der til ethvert input giver et bestemt
output — dvs. en funktion er en sammenheaeng mellem tal.

Pa figur 3.1 er det vist, hvordan funktionen »gang tallet med 2 og leeg 1 til«
opferer sig. Man kan se hvilket output man far for 4 forskellige tal.

Fordi det er besveerligt at beskrive funktioner pa denne made, har man
fundet pa en matematisk notation, der ger det nemmere. Funktionen selv
betegnes med et bogstav, f.eks. f. I stedet for »gang tallet med 2 og leeg 1 til«,
kan man altsa skrive f. Bogstavet f indeholder i sig selv ingen information
om, hvad funktionen f ger. Hvis man vil forklare det, kan man skrive en
sakaldt forskrift op:

fx)=2-x+1.

Denne notation betyder, at hvis man sender et tal (x) gennem funktionen
£ bliver der gjort det ved tallet, som er beskrevet pa hgjre side. f(x) leeses
»f af x«, og parentesen skal altsa ikke forstas som en regneparentes, men
en angivelse af, at det er tallet x som sendes gennem funktionen f. Det tal
man far ud af regneoperationen kaldes funktionsveerdien.

Eksempel 3.1 Her ses pa funktionen f(x) =3-x - 7.
Funktionsveerdierne f(-1) og f(4) beregnes saledes:

f(-1)=3-(-1)-7=-3-7=-10
f(4)=3-4-7=12-7=5.

Det er her vigtigt at bemaerke, at x’et i funktionsudtrykket f(x) egentlig
bare er en »pladsholder«, dvs. det viser, hvor man skal erstatte med tal, nér
man beregner en funktionsveerdi. Faktisk kan man ikke kun seette tal ind pa

x’ets plads, man kan ogsa seette andre variable ind - eller hele regneudtryk.

Eksempel 3.2 Her ses igen pa funktionen f(x) = 3-x—-7. Men nu beregnes
f(t) og f(x — 1), dvs. man skal seette hhv. t og x — 1 ind i stedet for x:

f(t)y=3-t-7
f(x-1)=3-(x-1)-7=3-x-3-1-7=3-x-10.

Hvis man sender et variabeludtryk gennem en funktion, far man altsa et
variabeludtryk ud igen.

19

Input Output

7
g

Figur 3.1: Funktionen »gang tallet med 2
og leeg 1 til«.
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Figur 3.2: Grafen for f(x) = -} - x + 4.
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Hvis man vil have et overblik over, hvordan en funktion opferer sig, kan
det veere nyttigt at tegne dens graf.

Eksempel 3.3 Her ses pa en funktion
flx)=-3-x+4.

Grafen for funktionen er det samme som grafen for ligningen y = f(x),
dvs.
y=-3-x+4,

og den kan ses pa figur 3.2.

Som det kan ses pa figuren gar funktionens graf igennem punktet (2, 3),
dvs.

f@)=3.

Dette kunne man ogséa have regnet ud ved at indseette 2 i funktionen f:
f@)=-1-2+4=-1+4=3.

Men det kan altsa ogsa afleeses direkte pa grafen.

Hvis man omvendt kender funktionsveerdien, kan man finde ud af, hvilken
veerdi af den uatheengige variabel, der giver denne funktionsveerdi. Dette
kan geres ved afleesning, men problemet kan ogsa leses ved udregning,
som i felgende eksempel.

Eksempel 3.4 Hvornar antager funktionen g(x) = 2x + 1 veerdien 17?

Svaret pa dette spergsmal finder man frem til ved at lose ligningen g(x) = 17.
Det gores pa folgende made:

gx)=17 <=

2x+1=17 =
2x =16 =
x=8.

Svaret pa spergsmalet er altsa, at g(x) = 17, nar x = 8.

3.1 Lineaere funktioner

De funktioner der blev omtalt i det foregaende afsnit, var alle sakaldt linezere
funktioner. Dvs. der er tale om funktioner hvis grafer er rette linjer. Man
har altsa felgende definition:

Definition 3.5

En linezer funktion er en funktion af typen
f(x)=a-x+b,

hvor a og b er to konstanter.
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Idet linezere funktioner har formen f(x) = a - x + b, vil grafen for en lineser
funktion have en ligning pa formen

y=a-x+b.

Grafen for en lineeer funktion er altsa netop en ret linje. Dvs. alle de egen-
skaber en ret linje har, har grafen for en linezer funktion ogsa.

Specielt kan man afleese tallene a og b péa grafen for en lineeer funktion,
eller man kan beregne deres veerdi ud fra to punkter pa grafen.

Eksempel 3.6 Om den linezere funktion f geelder at
f@)=6 og f(5)=15.

Hvad er funktionens forskrift?

Her skal man forst gennemskue at nér f(2) = 6, betyder det at grafen gar
gennem punktet (2, 6). Den anden oplysning forteeller at grafen ogsa gar
gennem punktet (5, 18). Man kender altsa to punkter pa funktionens graf,
og dette er tilstreekkeligt til at bestemme ligningen for grafen som jo er en
ret linje.

For at bestemme linjens heeldningskoefficient kan man anvende to-punkts-
formlen (seetning 2.8):
18-6 12

a=)/2—J/1= = 4.
Xy — X1 5-2 3

Man kan herefter bruge formlen i seetning 2.10 hvorved man finder linjens
ligning:

y=a-(x-x)+y1=4-(x-2)+6=4-x-8+6=4-x-2.
Grafen for f er altsa en ret linje med ligningen y = 4 - x — 2, dvs. funktionen

har forskriften
flx)=4-x-2.

3.2 Lineser vaekst

Linezre funktioner vokser pa folgende made!

For en lineeer funktion f(x) = ax + b geelder, at nar x vokser med Ax,
sa vokser funktionsveerdien med a - Ax.

Bevis
Hvis x vokser fra x; til xz, hvor x; = x; + Ax, sa vil funktionsveerdien vokse
fra

v =f(x)=ax+b
til
yo=f(x) = fx1 + Ax) = a(x; + Ax) + b=ax; +a-Ax + b.
Funktionsveerdien er s& vokset med
YVo-yi=(ax;+a-Ax+b)-(ax; +b)=a-Ax.

Hermed er seetningen bevist. [

'Denne setning kan man ogsé argumentere
for ud fra setning 2.1.



Tabel 3.3: Veekst af f(x) = 3x + 7.

x Yy
-2 1
+2
+2§ 0 7
(2 B3
4 19

En negativ stigning svarer altid til et fald.

I mange matematiske modeller, hvor man
regner pa vaekst, kan det betale sig at regne
med fortegn hele vejen igennem og forst til
sidst angive, om der er tale om stigning eller
fald, afheengig af om resultatet er positivt
eller negativt.

3Husk, at en konstant er et fast tal.

“4Idet ar 2000 er 0 ar efter &r 2000.
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Eksempel 3.8 Itabel 3.3 ses et eksempel pa veeksten af en linezer funktion.

Funktionen f(x) = 3x + 7 vokser saledes, at hver gang x vokser med 2,
vokser funktionsveerdien med 3 - 2.

Eksempel 3.9 Her ses pa funktionen f(x) = 3x - 4, som har heeldnings-
koefficienten a = 3. Hvis x vokser med Ax = 5, vil funktionsveerdien vokse
med

a-Ax=3-5=15.

Hver gang, x vokser med 5, vokser funktionsveerdien altsa med 15.

Omvendt kan man sperge, hvor meget x skal vokse, for at funktionsveerdien
vokser med 607? I dette tilfeelde er a - Ax = 60, dvs.

3-Ax =60 = Ax =20.
x skal altsa vokse med 20, for at funktionsveerdien vokser med 60.

Eksempel 3.10 For funktionen f(x) = —2x + 7 geelder, at nir x vokser
med Ax = 3, vokser funktionsveerdien med

a-Ax=-2-3=-6.

At funktionsveerdien vokser med -6 betyder, at funktionsveerdien aftager
med 6, hver gang x vokser med 3.2
Her folger et par eksempler pa, hvordan en matematisk beskrivelse af
linecer veekst kan give svar pa forskellige spergsmal.
Eksempel 3.11 I en bestemt by er antallet af indbyggere givet ved

N(x) =213x + 14752,
hvor N(x) er antallet af indbyggere x ar efter ar 2000.

I forskriften er der to konstanter,® 213 og 14 752. Funktionen N(x) er en
linezer funktion, dvs. tallet 213 kan betragtes som en heeldningskoefficient:
Hver gang x vokser med 1, vokser funktionsveerdien med 213. Da x males
i ar, og funktionsveerdien beskriver antallet af indbyggere, kan man altsa
sige, at antallet af indbyggere vokser med 213, hver gang x vokser med 1
ar. Veeksten i indbyggertallet er altsa pa 213 indbyggere om aret.

14752 er skeeringen med andenaksen. Den opnas, nar x = 0. Dette sker i ar
2000,* og man kan derfor udlede, at indbyggertallet i byen var pa 14 752 i
ar 2000.

Eksempel 3.12 Her ses pa samme udvikling som i eksempel 3.11,
N(x) = 213x + 14752 .
Hvor meget vokser byens indbyggertal over en 10-ars periode?

Ud fra forskriften kan man se, at indbyggertallet vokser med 213 om aret.
Over en 10-ars periode kommer der derfor

10 - 213 = 2130

nye indbyggere.
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Eksempel 3.13 Et firma producerer et antal varer. Omkostningerne ved
produktionen er 2000 kr. i startomkostninger og 17 kr. pr. produceret vare.

Ombkostningerne er altsa en funktion af antallet af producerede varer. Denne
funktion har forskriften

o(x) = 17x + 2000,
hvor x er antallet af varer, og o(x) er de samlede omkostninger.

Eksempel 3.14 Det viser sig, at middeltemperaturen i Vestgrenland er
aftheengig af breddegraden,[3] sadan at

T(x) = -0,732x + 46,1 ,
hvor T er middeltemperaturen (i °C) og x er breddegraden.

Dvs. at middeltemperaturen i Vestgrenland aftager med 0,732°C, hver gang
breddegraden vokser med 1 grad.

Den umiddelbare fortolkning af tallet 46,1 er, at det er temperaturen ved
breddegraden 0, dvs. sekvator. Denne fortolkning giver dog ikke mening,
idet modellen kun geelder for Vestgrenland.

Det er saledes ikke muligt at give en fysisk fortolkning af tallet 46,1.

3.3 Stykkevis linezre funktioner

Funktioner, hvis grafer bestar af linjestykker, kaldes stykkevis linezere funk-
tioner. Grafen for en stykkevis linezer funktion kan ses pa figur 3.4.

Her kan man afleese, at nar x er mindre end 2, sa svarer grafen til linjen
med ligningen

y=x+1,
og nar x er sterre end 2, svarer grafen til linjen med ligningen

y=-2x+7,

Hvis funktionen hedder f, skrives forskriften derfor pa denne made:

f(x) =

x+1 for x < 2
“2x+7 forx=2

En funktion, hvis graf er sammenheengende, kaldes en kontinuert funktion.
Stykkevis linezere funktioner er ikke nedvendigvis kontinuerte. Et eksempel
pa en stykkevis lineser funktion, der ikke er kontinuert kunne veere

-x-4 forx<-2
gx)=42x+2 for -2<x<3 .

%x+1 forx=3

Grafen for g kan ses pé figur 3.5.

Den fyldte cirkel p& grafen viser et punkt, der er med pa grafen, mens den
tomme cirkel viser, at punktet ikke er med. For funktionen g geelder, at funk-
tionsveerdien g(3) skal beregnes ud fra den nederste »gren« i forskriften -
derfor er punktet med pa det linjestykke leengst mod hejre.

1

Figur 3.4: Grafen for en stykkevis lineser

funktion.

@

T
/

1)

Figur 3.5: Grafen for en stykkevis lineser

funktion, der ikke er kontinuert.
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Figur 3.6: Intervallet ]1;6[ . De tomme cirk-
ler ud for 1 og 6 betyder, at disse tal ikke
herer til intervallet.

-4 -3 -2 -1 0 1 2

-4 -3 -2 -1 0 1 2

Figur 3.7: Intervallerne ]-3;2] og [-4;1[.
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3.4 Intervaller

Nar man taler om stykkevis linezere funktioner, sa er forskriften forskellig
for forskellige veerdier af x. Man siger at man deler x-aksen ind i sdkaldte
intervaller. Et interval er udsnit af en tallinje, der indeholder alle tallene
mellem to givne veerdier, f.eks. »alle tal mellem 1 og 6« eller »alle tal fra
-5 til og med 80«. De udsnit, der indeholder alle tal storre end eller mindre
end en given veerdi, kalder man ogsa intervaller.

Inden for matematikken har man mange steder brug for at tale om inter-
valler, og man har derfor fundet pa en notation, der gor det nemt at tale om
et bestemt interval. For eksempel kan »alle tal mellem 1 og 6« skrives som

11;6[ .

Dette betyder, at intervallet bestar af alle tallene mellem 1 og 6. Tallene 1
og 6 kaldes hhv. venstre og hajre endepunkt. At parenteserne vender veek fra
tallene betyder, at hverken 1 eller 6 regnes med i intervallet (se figur 3.6).

Hvis man i stedet vil angive det interval, der streekker sig fra 1 til 6, men
hvor 1 og 6 skal tages med, skriver man

[1;6] .

Et par andre eksempler kunne veere (se figur 3.7).

]-3;2] : alle tal fra (men ikke med) -3 til og med 2

[—4; % [ . alle tal fra og med -4 til (men ikke med) %

Skal man angive intervallet af alle tal storre end 3, anvender man tegnet co
(uendelig) for det hgjre endepunkt:

13;00[ .

Intervallet bestar altsa af alle de tal, der er storre end 3. Hvis man i stedet
skal tale om f.eks. alle de tal, der er mindre end eller lig med 5, skrives:

]-o0;5] .

Bemeerk, at nar man bruger symbolet oo, skal parentesen vende veek fra
symbolet (dette skyldes, at co ikke er et tal, men blot en angivelse af, at
intervallet ikke slutter i den ene eller den anden retning).

Hvis man lader intervallet veere ubegraenset i begge retninger, far man det
interval, der bestar af alle tal, dvs.
]-00; o]

5

er det interval der indeholder alle tallene pa hele tallinjen.
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3.5 Definitions- og veerdimaengde

Grafen for en lineser funktion er en ret linje der straekker sig uendeligt
langt bade mod hejre og mod venstre. Dvs. for enhver teenkelig veerdi af x
findes der en tilherende veerdi af y, eller sagt med andre ord: Der er ingen
veerdier af x man ikke ma bruge.

Men nogle gange har man brug for at en funktion kun er defineret for
nogle afgreensede veerdier af x, end alle de tal der rent faktisk kan seettes
ind i funktionsudtrykket. Det kan f.eks. veere fordi funktionen er udtryk
for en matematisk model hvor man kun vil se pa bestemte tal.

Den afgreensede meengde af tal som man vil tillade at bruge som x-veerdi,
kalder man funktionens definitionsmaengde.

Eksempel 3.15 Befolkningstalletien by iarene 2000-2017 kan modelleres
vha. funktionen

b(x)=24-x+5309, 0<x=<17,

hvor x er antal ar efter ar 2000.

Her viser 0 < x < 17 at definitionsmaengden er tallene fra og med 0 til og
med 17. Det skyldes at modellen kun geelder inden for disse arstal. Sa selv
om man sagtens kan seette andre veerdier (f.eks. -10 eller 123) ind pa x’s
plads, sa er det ikke tilladt i denne situation.

Tegner man grafen, sa skal den derfor forst starte ud for x = 0, og den skal
slutte ud for x = 17.

I eksemplet oven for bestod definitionsmeengden for funktionen b altsa af
tallene fra og med 0 til og med 17. Det skrives med matematisk notation
saledes:

Dm(b) = [0;17] .

Dette udsagn kan altsa leeses som »definitionsmeengden for funktionen b
bestar af tallene fra og med 0 til og med 17«.

Hvis man indskreenker meengden af tal man vil tillade som x-veerdier, vil
man ikke leengere kunne fa alle mulige tal som y-veerdi. Meengden af tilladte
x-veerdier kalder man — som neevnt — definitionsmeengden; meengden af
mulige y-veerdier kalder man veerdimaengden.

Eksempel 3.16 I sidste eksempel blev der kigget pa funktionen
b(x)=24-x+5309, 0s<x=<17.

Denne funktion er en lineger funktion med hzeldningskoefficient 24. Dvs.
der er tale om en voksende funktion. Da definitionsmengden starter ved
x = 0, ma funktionen derfor have sin mindste funktionsverdi her; og
tilsvarende findes den storste funktionsveerdi ved x = 17. Man kan altsa
finde den mindste og den storste funktionsverdi ved at beregne b(0) og
b(17):

b(0) = 24 - 0 + 5309 = 5309
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Figur 3.8: Grafen for den stykkevis linezere
funktion f.
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b(17) = 24 - 17 + 5309 = 5717 .

Alle funktionsveerdierne ligger derfor mellem 5309 og 5717, dvs. veerdi-
maengden for funktionen er

Vm(b) = [5309;5717] .

De to begreber kan opsummeres i folgende definition:

Definition 3.17
Lad f veere en funktion.
1. Definitionsmaengden for f, Dm(f) bestar af alle de x-veerdier det
er tilladt at bruge.

2. Veerdimeengden for f, Vm(f) bestar af alle de y-verdier det er
muligt at fa.

Eksempel 3.18 Den stykkevis linesere funktion f har forskriften

f(x)=[x+1 forx <2

-2x+7 forx=2

Denne funktion har definitionsmeengden Dm(f) = ]-o0;00[, dvs. alle x-
veerdier er tilladte.

Grafen for f er tegnet pa figur 3.8. Her kan man se at selv om alle veerdier
af x er »lovlige«, sa er det ikke muligt at fa alle veerdier af y. Idet grafen
er sammensat af et stykke der vokser, og derefter et stykke der aftager, vil
grafen have et maksimum.

Dette maksimum ligger der hvor de to grene i forskriften mades, dvs. i
x = 2. Man kan derfor beregne den maksimale y-veerdi som

f(2)=-2-2+7=-4+7=3.
Da grafen til gengeeld ikke er begraenset nedadstil, bliver veerdimeengden

Vm(f) = ]-o0;3] .
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3.6 Ovelser

Ovelse 3.1
»Overseet« folgende regneopskrifter til en funktionsfor-
skrift.

a) Leeg fire til tallet.

b) Gang tallet med to, og leeg fem til.

c) Gang tallet med en tredjedel og treek én fra.

d) Gang tallet med -7 og leeg 9 til.

Ovelse 3.2
En funktion har forskriften f(x) = 3x - 14.

a) Bestem funktionsveerdien for x = 2 og x = 10.

b) Bestem for hvilken x-veerdi funktionsverdien er

78.
Ovelse 3.3
En funktion f er givet ved
flx)=3-x-2.
Beregn folgende funktionsveerdier
a) f(0) b) f(4) o f(=1)
d) £(3) e) f(t) f) flu+4)
Ovelse 3.4
En funktion g er givet ved
gx)=-x+6.
Los folgende ligninger
a) g(x) =5 b) g(x) =0
c) glx)=-7 d) gx) =3
Ovelse 3.5

For den linezere funktion h(x) geelder h(-1) = -13 og
h(4) = 32.

a) Bestem en forskrift for funktionen.

b) Lgs ligningen h(x) = 23.

QDvelse 3.6

De to funktioner f og g er givet ved
f(x)=3x+38
gx)=7x-4

Bestem skeeringspunktet mellem graferne for de to funk-
tioner.
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Ovelse 3.7
Grafen for den linesere funktion f har heeldningen 4 og
géar gennem punktet (2, 5).

a) Bestem en forskrift for f.

b) Hvor meget vokser funktionsveerdien nar x vok-

ser med 12?

Ovelse 3.8
Grafen for den linezere funktion g har heeldningen -2
og gar gennem punktet (3, 1).

a) Bestem en forskrift for g.

b) Hvor meget er x vokset, hvis funktionsveerdien

er vokset med 38?

Ovelse 3.9
En bestemt vares pris vokser linezert med tiden. Prisen i
2010 var 66 kr. og i 2015 var prisen 76 kr.
a) Hvad vil prisen veere i 2019?
b) Hvornar vil prisen veere 100 kr?
Ovelse 3.10
En linezer funktion f vokser med 8, nar x gges med 4.

Endvidere ved man, at grafen for f gar gennem punktet
(3,4).

Bestem en forskrift for f.

Ovelse 3.11
Funktionen f er givet ved

Fx) = {—x—él for x < -1

2x -1 forx > -1

a) Tegn grafen for f.
b) Beregn f(5) og f(-2).
c) Lgs ligningen f(x) = 6.
d) Les ligningen f(x) = -3.
Ovelse 3.12
Skriv de felgende intervaller op med interval-notation:
a) Tallene fra og med 3 til (men ikke med) 21.
b) Tallene fra (men ikke med) -9 til og med 0.
c) Alle tal mindre end 10.

d) Alle tal storre end eller lig med 67.
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Ovelse 3.13 Ovelse 3.14
Tegn graferne for de felgende funktioner, og bestem Den stykkevis linezere funktion g er givet ved

deres veerdimeengder:
-x for x < -3
gx) = {

a) f(x)=x+7, -3<x<3 %x+4 for x = -3

b) glx)=2x-1, —ds<x<7 a) Tegn grafen for g.
¢ h(x)=-4x+3, 0<x=<12 b) Bestem skeeringspunkterne mellem grafen for g

og grafen for f(x) = x + 6.
d) k(x)=9x-5, x=3
¢) Bestem veerdimeengden for g.



Lineaer regression

Nar man beskriver vaekst ud fra malte data, kan man komme ud for, at man
har en reekke malepunkter, som ikke ligger preecist pé en ret linje, men dog
gor det med god tilnsermelse. Et eksempel kan ses pa figur 4.1.

Da punkterne ikke ligger preecist pa en linje, vil det veere forkert at bruge
setning 2.8 til at beregne en forskrift. Afheengig af, hvilke to punkter, man
setter ind i formlerne, vil man nemlig fa vidt forskellige resultater for
forskriften.

I stedet bruger man en metode, der kaldes lineaer regression til at bestemme
den rette linje, der ligger tettest muligt p4 alle punkterne. Denne metode
er indbygget i de fleste regneark og matematikprogrammer, saledes at man
blot skal indskrive punkterne i programmet, sa far man at vide hvilken
ligning, linjen har. Ligningen pa figur 4.1 er fundet p& denne made.

Metoden fungerer i praksis pa den made, at man finder den linje, der
har den mindste afstand til alle punkterne. Afstanden defineres her som
kvadratsummen SSE' af den lodrette afstand fra linjen til punkterne. P4
figur 4.2 er denne afstand givet ved

_ 2,2, 2 2
SSE=r]+ry +r5+715 .

Denne sum indeholder flere led, jo flere malepunkter der er. Den rette linje,
der passer bedst pa punkterne, defineres sa til at veere den, der gor SSE
mindst mulig.

Hvis man har n forskellige punkter med koordinaterne

(X1, )/1), ceey (xn: _Vn) 5

sa kan man finde frem til to formler, der giver linjens heeldningskoefficient
a og dens skeering med andenaksen b ud fra alle x-veerdierne x, ..., x, og
alle y-veerdierne yy, ..., yu.

Det kreever ret avanceret matematik at udlede de to formler for a og b, og
formlerne er i sig selv ogsa ret komplicerede, si derfor bliver formlerne
ikke preesenteret her. Man behever nemlig slet ikke kende formlerne for at
kunne bruge dem da de er indbygget i alle regneark og CAS-veerktgjer.

Eksempel 4.1 Tabel 4.3 viser sammenherende veerdier af den uafheengige
variabel x og den uafheengige variabel y.
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100 +

y = 39,8x + 266,4

* (1)
1

Figur 4.1: En reekke malepunkter samt den
bedste rette linje gennem punkterne.

!SSE er en forkortelse for »sum of squares
of errors of prediction, altsa kvadratsum-
men af fejlene/afvigelserne. »Afvigelsen«
skal her forstids som afstanden mellem et
maélepunkt og det tilsvarende modellerede
punkt pa linjen.

@)

1)

Figur 4.2: Man minimerer kvadratsummen
Z2 2, 2 g2
SSE=r{ +ry+ri+r;.



Tabel 4.3: Sammenhorende malte veerdier
af x og y.

AN O R
00 O\ W |

@

y=12x+09
o

/ ; . . (1)

2 4 6

Figur 4.4: Den bedste rette linje gennem de
4 punkter.
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Anvender man et CAS-veerktgj til at udfere linezer regression, finder man
at den bedste rette linje har ligningen

y=12x+09.

Punkterne og linjen kan ses pa figur 4.4.

4.1 Forklaringsgrad og residualer

Hvis man beregner den bedste rette linje vha. et CAS-veerktej, far man
som regel ogsa beregnet en storrelse kaldet determinationskoefficienten eller
forklaringsgraden, normalt betegnet med R?. Det er et tal mellem 0 og 1,
som forteeller, hvor godt den rette linje passer pa punkterne. Jo teettere
tallet er pa 1, jo bedre er overensstemmelsen mellem punkterne og linjen.

Med méalepunkterne fra eksempel 4.1 ovenfor bliver R? = 0,9931 Dette tal
er meget tet pa 1, sa den rette linje passer altsé ret godt pa punkterne,
hvilket ogsa fremgér af grafen pa figur 4.4.

Man skal dog passe pa med alene at vurdere ud fra forklaringsgraden idet
man godt kan finde eksempler hvor R? ligger teet pa 1, men punkterne
tydeligvis ikke kan modelleres med en ret linje. Det er derfor altid en god
idé at tegne grafen for at fa et visuelt indtryk af om en linje er en god
model.

Residualplot

Nar man har beregnet den rette linje, som passer bedst pa en reekke punkter,
sa ligger punkterne som regel ikke helt pa linjen. Dvs. punktet (x;, y;)
opfylder ikke ligningen y = ax + b, men i stedet

yi=axi+b+r,

hvor r; er den lodrette afstand fra punktet til linjen. P4 sin vis er r; et udtryk
for, hvor stor en fejl, man begar, hvis man bruger linjens ligning til at
modellere sammenhengen. Dette kalder man ogsa residualet for punktet.

Hvis man isolerer r; i ligningen (4.1), far man, at
ri=yi-axi—-b.

Man kan forholdsvist let vise, at gennemsnittet af residualerne er 0. Dette
overlades som en gvelse til leeseren.

Hvis den rette linje er en god model for den undersggte sammenhseeng, sa
er residualerne sma i forhold til de malte y-veerdier, og de ligger tilfzeldigt
fordelt. Om dette er tilfeeldet kan man undersoge ved at lave et residualplot,
som er en afbildning af residualerne som funktion af x-verdierne.

Eksempel 4.2 1 eksempel 4.1 fandt man den rette linje, der passede bedst
pa en reekke sammenherende verdier af x og y. Den rette linje havde
ligningen

y=12x+09.
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Vha. a = 1,2 og b = 0,9 kan man beregne residualerne. F.eks. er
n=y-ax;-b=1-12-0-09=0,1.
En samlet oversigt over punkterne og residualerne ses i tabel 4.5.

Residualplottet kan ses pa figur 4.6. Her ses det pa andenaksen, at residua-
lernes veerdier er sma i forhold til de malte y-veerdier. Plottet viser ogsa, at
residualerne ligger nogenlunde tilfeeldigt omkring fersteaksen. Det virker
derfor rimeligt at anvende den linezere model i dette tilfeelde.

En reekke malepunkter kan sagtens se ud til at kunne modelleres med en
ret linje, selvom det i virkeligheden er en anden type model, der ligger bag.
Dette vil typisk afslare sig ved at residualplottet ikke ser tilfeeldigt ud, men
viser en eller anden form for regelmeessighed.

Eksempel 4.3 Figur 4.7 viser et koordinatsystem med indsatte punkter
samt en regressionslinje. Ved farste gjekast ser punkterne ud til med rigtigt
god tilneermelse at ligge pa en ret linje.

Men ser man pa residualplottet 4.8 bliver det tydeligt at den rette linje
ikke er en god model i forhold til disse punkter. Man kan nemlig se at
residualerne ikke ligger tilfeeldigt, men pa en form for kurve. Dette kunne
tyde pé at den model der ligger til grund for malingerne, slet ikke er linecer.
Man skal derfor lede efter en anden type model.

Residualspredning

Som nzevnt ovenfor skal residualerne veere sma i forhold til y-veerdierne for
at regressionslinjen er en god model. Den sakaldte residualspredning er et
mal for hvor teet residualerne i gennemsnit ligger pa linjen. Den beregnes
pa folgende made:

Definition 4.4

Hvis en reekke datapunkter (xi, y1), ..., (xn, y») modelleres med den
rette linje y = a - x + b, er residualspredningen givet ved

2 2 ... 2
oo SSE: r{ Ty ety
n-2 n-2 ’
hvor r, o, ..., r, er residualerne.

Det drejer sig ikke om et egentligt gennemsnit i traditionel forstand, men
det viser sig i praksis at 95% af residualerne maksimalt vil ligge i en afstand
pa 2 - s fra linjen hvis modellen er god.[1]

Eksempel 4.5 For de malepunkter der blev brugt i eksempel 4.1 og 4.2
fandt man regressionsligningen

y=12-x+09.

Residualerne kan ses i tabel 4.5. Residualspredningen bliver sa

2 . 2 2 2 2 2 2
2+ ri 4 yr 0,1 + —0,3 + 0,3 + _0;1 0!2
s=\/1 2 n=\/ = ( )= — =032.
n-2 4-2 2

Tabel 4.5: De sammenhgrende veerdier af
x og y samt residualerne r.

x y r
0 1 0,1
2 3 -03
4 6 03
6 8 -0,
)
0,4 +
0,3 + ®
0,2 +
0,1e@
* (1)
-0,1 | 2 4 §
-0,2 +
-0,3 + )
-0,4 |

Figur 4.6: Residualplot over veerdierne i ta-
bel 4.5.

(2)

Figur 4.7: En reekke malepunkter indsat i
et koordinatsystem samt regressionslinjen.

@

0,4 |
0,3 |
0,2 |
0,1 |

e
_0’2 4
-0,3 |
0,4 |

Figur 4.8: Residualplot over malepunkter-
ne fra figur 4.7.
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Man kan nu sammenligne dette tal med y-verdierne. Da tallet er lille i
forhold til y-veerdierne, ligger punkterne med god tilneermelse teet pa linjen.

I praksis er det besveerligt selv at beregne kvadratsummen SSE som det
er gjort ovenfor, iseer hvis der er mange punkter. Heldigvis kan de fleste
CAS-veerktgjer regne dette tal ud. Dvs. hvis ens CAS-veerktgj forteeller at
SSE = 0,2 (som den er i dette tilfzelde), bliver udregningen

SSE 0,2
s = = = 40,1 =0,32.
n-2 4 -2
4.2 Ovelser
Ovelse 4.1 Ovelse 4.3

Der er malt en sammenheng mellem de to variable x
og y. De malte tal kan ses i tabellen herunder:

a) Bestem vha. linezer regression a og b for den bed-
ste rette linje.

b) Beregn residualerne.
Ovelse 4.2

De folgende 3 tabeller viser 3 forskellige sammenheenge
mellem de variable x og y.

X: 1 2 3 4 5 6

y: 32 49 73 88 109 134

x: 1 2 3 4 5 6

y: 1,4 12 11 10 09 08

x: 1 2 3 4 5 6

y: 01 14 29 46 65 38,6

a) Bestem den bedste rette linje og tegn residualplot-
tene for hver af de tre sammenhzenge.

b) Brug residualplottene og residualspredningen til
at vurdere for hvilke(n) af de tre sammenhzenge,
den rette linje er en god model.

For en kobbertrad er der med god tilnsermelse en lineser
sammenhegeng mellem modstand, malt i Q, og tempera-
turen, malt i °C. Ved en reekke malinger har man fundet
folgende data:

Temperatur (°C): 0 15
Modstand ()

30 45 60

549 584 619 662 69,0

a) Bestem en linezer model, der beskriver sammen-
hengen.

b) Ved hvilken temperatur er modstanden 75 Q?

Ovelse 4.4
En reekke malinger giver folgende sammenheeng mellem

vindhastigheden og den stgj, som en vindmelle udsen-
der:

Vindhastighed (m/s): 63 7.2 85 94

Staj (dB) ¢ 51

56 65 71

Med god tilneermelse kan denne beskrives ved ligningen
y = ax + b, hvor x er vindhastigheden, og y er stejen.

a) Bestem tallene a og b i ligningen.

b) Forklar, hvad konstanterne a og b beskriver i den-
ne model.

c) Bestem den vindhastighed, der giver en stej pa
75 dB.

d) Hvor meget skal vindhastigheden falde, for at stej-
en aftager med 10 dB?
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Brokregning

alk
Forkorte (1) % = b;k
Forleenge (2) % = %
Additi 3) g+£_a-d+b-c
ttion b a4 b-d b4
Subtrakti 4@ a_c_ad b
ubtraktion b d b-d b d
a ¢ a-c
Multiplikati 22"
ultiplikation (5) s 5.4
Divisi ©) ajc.a d
ivision 5 =32
Potenser og redder
(7) a =1
. _ 1
Negativ eksponent (8) a"=—
an
Breok som eksponent 9) ai = Jab
Samme grundtal (10) a-a=a"’
ax
Loy
(11) i a
(12) (@) =a
Samme eksponent (13) a-b*=(a-b)*
a* a\x
14 — = -
w5 (5)
Samme rod (15) Ja-Ib=1a-b
Ja \/7
16 = =
(16) ==
Algebra
Den associative lov (17) a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c

(18) a(bc) = (ab)c = abc



Den distributive lov
Kvadratet pa en sum
Kvadratet pa en differens

To tals sum gange de
samme to tals differens

Funktioner

y er ligefrem proportional med x

y er omvendt proportional med x

Lineaere funktioner
(2)

1

Linezer funktion

Heeldningskoefficient ud fra to

punkter (x1, y1) og (x2, ¥2) pa
grafen

Skeering med andenaksen

Linear regression

Residual

Kvadratsum af residualerne

Residualspredning

(19)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

a(b+c)=ab+ac
(a+b)? = a®+ b* +2ab

(a-b)* = a*+b*-2ab

(a+b)a-Db)=a® - b

y:k.x

k
y==

x
f(x)=ax+b
a:J’Z—yl

X2 — X1
b=y —-ax
ri=yi—axi—-b

2 2 2
SSE=1r{+ry+-+r1;

SSE
n-2
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