Plangeometri

Version 1.0
26. juni 2022

Mike Vandal Auerbach

www.mathematicus.dk



Plangeometri
Version 1.0, 2022

Disse noter deekker kernestoffet i plangeometri pa stx A- og B-niveau efter gymnasiereformen 2017.

Al geometrien tager udgangspunkt i vektorer i planen; saledes indferes f.eks. de trigonometriske
funktioner uden henvisning til enhedscirklen, men udelukkende ud fra vinkler i forbindelse med
vektorer.

Enkelte grafer/figurer er markeret med symbolet €2 der fungerer som link til et interaktivt GeoGebra-
arbejdsark. Se ogsd www.geogebra.org.

Disse noter er skrevet til matematikundervisning pa stx og ma frit anvendes til ikke-kommercielle
formal.

Noterne er skrevet vha. tekstformateringsprogrammet ETEX, se www.tug.org og www.miktex.org. Figurer
og diagrammer er fremstillet i pgf/TikZ, se www.ctan.org/pkg/pgf.

Disse og andre noter kan downloades fra www.mathematicus.dk.

20290

Materialet er udgivet under en »Kreditering-Ikkekommerciel-Deling pa samme vilkar 4.0 International«-
licens (CC BY-NC-SA 4.0).

Mike Vandal Auerbach, 2022.


www.geogebra.org
www.tug.org
www.miktex.org
www.ctan.org/pkg/pgf
www.mathematicus.dk
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.da

Indhold

Vektorer i planen

1.1 Regningmed vektorer . . . . . . . . . ... L
1.2 Koordinater . . . . . . . . . . . . ...
1.3 Forbindelsesvektorer . . . . . . . . . . . ... ...
1.4 @velser . . . . . . e

Vinkler i planen

2.1 Enhedsvektorer . . .. .. ... ... ...
2.2 Cosinus,sinus ogtangens . . . . . . . . . . ...l e e e e
2.3 Inverse trigonometriske funktioner . . . ... ... . L o Lo oL
24 @velser . . ..

Skalarprodukt og determinant

3.1 Skalarprodukt . . . . ...
3.2 Vektorprojektion . . . . . . . ..
3.3 Skalarprodukt og koordinater . . . . . ... ... L Lo
3.4 Determinant . . . . . ...
3.5 Ovelser . . ...
Linjer

4.1 Linjens parameterfremstilling . . . .. ... ... ... . L L
42 Linjens ligning . . . . . . . . L
4.3 Afstanden fraetpunkttilenlinje . .. ... .. ... .. .. L L oL
4.4 @velser . . . ..
Cirkler

5.1 Skeeringspunkter mellem cirkler og linjer . . . . . .. ... ... .. oL
5.2 Cirkeltangenter . . . . . . . . ..
5.3 Cirklens parameterfremstilling . . . . . . ... ... ... L L Lo
54 @velser . . ...
Trekanter

6.1 Notation . . . . . . . . e
6.2 Ensvinklede trekanter . . . . . ... .. L L L
6.3 Retvinklede trekanter . . . . . . .. ...
6.4 Arealetafentrekant. . . . . .. ... L L L
6.5 Sinusrelationerne . . . . . . . ...
6.6 Cosinusrelationerne . . . . . . . ..
6.7 DVelser . . . . ..

13
13
14
15
18

19
19
21
22
27
30

33
33
36
39
41

43
44
46
48
49






Vektorer i planen

Hvis man skal beskrive hvordan man beveaeger sig mellem to punkter A
og B i en plan, har man brug for bade at vide hvad retningen er fra A til
B, og hvor langt der er. Denne beskrivelse kan man give vha. en sakaldt
vektor som er en matematisk sterrelse der angiver en retning og en leengde.
Vektorer navngives med et bogstav med en lille pil over, f.eks. @. Mere
formelt kan man definere vektorer saledes:

Definition 1.1

En vektor @ er en matematisk storrelse i planen der har en leengde og
en retning. Leengden af vektoren @ bensevnes |d]|.

To vektorer er lig med hinanden hvis de har samme leengde og retning,.

Figur 1.1 viser nogle repraesentanter for forskellige vektorer. Bemeerk den
specielle vektor 0 der er tegnet som en prik. Denne vektor kaldes nul-
vektoren og beskriver en bevaegelse hvor man ikke flytter sig ud af stedet.
Nulvektoren er den eneste vektor der har leengden 0. Denne vektor kaldes
ogsa en uegentlig vektor, idet den ikke har nogen veldefineret retning.!

At pilene pa figuren kaldes repraesentanter for vektorerne, skyldes at en
vektor kun angiver leengde og retning, men ikke har et startsted. Den
samme leengde og retning kan tegnes et vilkarligt andet sted, og de viste
pile er derfor kun en angivelse af hvordan vektoren ser ud, men ikke af

hvor den ligger (fordi den egentlig ikke ligger noget sted).

Til enhver vektor herer en sakaldt modsat vektor som er den vektor der
peger i den modsatte retning (se figur 1.2). Den er defineret pa folgende
made:

Definition 1.2

Til enhver vektor @, definerer man den modsatte vektor —a som den
vektor der har samme leengde som @, men den modsatte retning.

Enhver vektor @ har ogsa en sakaldt tveervektor som star vinkelret pa @.
Den defineres saledes:

Definition 1.3

For en vektor @ defineres tveervektoren @ som den vektor man far ved
at dreje @ 90° i positiv omlgbsretning (dvs. mod uret).

|+

8}

Figur 1.1: Repreesentanter for nogle forskel-
lige vektorer.

'Hvis man ikke bevaeger sig ud af stedet, kan
man ikke angive en retning for beveegelsen.

8}

Figur 1.2: En vektor @ og dens modsatte
vektor —d.
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Figur 1.3: Tveervektoren Tl 7.

Figur 1.4: Addition af vektorer.

6 Vektorer i planen

Et eksempel pa en tveervektor kan ses pa figur 1.3.

Den modsatte vektor bevaeger sig altsa i modsat retning af en given vektor,
mens en tveervektor star vinkelret pa. Nar man sammenligner to forskelli-
ge vektorer, kan man ogsa undersgge om de er modsat rettede eller star
vinkelret pa hinanden.

Definition 1.4

To vektorer @ og b kaldes
/ ensrettede
s hvis @ og b peger i samme parallelle retning,

/ modsat rettede
4 hvis @ og b peger i modsatte parallelle retninger,

parallelle, @ | b
hvis @ og b er enten ensrettede eller modsat rettede,

V4

\/ ortogonale, @ L b

hvis @ star vinkelret pa b.

Da nulvektoren 0 ikke er en egentlig vektor, er denne hverken parallel
med eller vinkelret pa nogen anden vektor.

1.1 Regning med vektorer

Der findes forskellige regneoperationer for vektorer. Bl.a. kan man leegge
dem sammen. Det gor man ved at leegge de pile der repreesenterer vekto-
rerne, i forleengelse af hinanden.

Definition 1.5

Summen @ + b af de to vektorer @ og b er den vektor man far ved
at tegne en pil fra a’s begyndelsespunkt til b’s slutpunkt nar vektor
b legges i forleengelse af vektor @.

Fremgangsmaden er illustreret pa figur 1.4. P4 figuren ses at @ + b=b+4d,
reekkefolgen man leegger vektorer sammen i er altsa ligegyldig — preecis
som nér man legger tal sammen. Af figuren kan man ogsé se at man kan
bestemme @ + b som diagonalen i det parallelogram der udspeendes af
vektorerne a@ og b nar de har samme begyndelsespunkt. (Parallelogrammet
kaldes ogsa »kreefternes parallelogram«.)

Differensen mellem to vektorer bestemmes som en addition med den mod-
satte vektor.
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Definition 1.6

Differensen @ — b mellem de to vektorer @ og b er givet ved

— —

a-b=da+(-b) .

Man kan ogsa fortolke subtraktion af vektorer geometrisk. Man har felgen-
de seetning (se ogsa figur 1.5):

Differensen @ — b af de to vektorer @ og b er den vektor man far ved
at tegne en pil fra b’s slutpunkt til @’s slutpunkt nar @ og b tegnes
med samme begyndelsespunkt.

Man kan ogsa gange en vektor med et tal. Nar en vektor ganges med et tal,
eendres dens leengde. Hvis man f.eks. ganger en vektor med 2, bliver den
dobbelt sa lang, og hvis man ganger med —2 bliver den dobbelt s lang og
skifter retning (se figur 1.6).

Definition 1.8
Hvis @ er en vektor, og k er et tal, defineres vektoren k - @ pa folgende
made:

« Leengden af k- a er |k|-|d].

« Hvis k > 0 har k - @ samme retning som a.

 Hvis k < 0 har k - @ den modsatte retning af a.

Bemeerk at retningen af k - @ ikke er defineret for k = 0. Det skyldes at
leengden af 0- @ er 0-|@| = 0. Dvs. 0- @ = 0, og denne vektor har slet ikke
en retning. Af definitionen folger i gvrigt ogsa at (—1) - @ er den vektor
der har samme leengde som @, men peger i modsat retning. Dvs.

(107 =-7

1.2 Koordinater

Hvis man skal bruge vektorer til at tale om bevaegelse i planen, er det
nedvendigt at sette nogle tal pé; dette kan man gere ved at indtegne
vektorerne i et koordinatsystem. Man kan definere et koordinatsystem ved
at bestemme to vektorer 7 og 7 som har retning langs hhv. ferste- og
andenaksen, og hvor begge har leengden 1.

Definition 1.9

I planen betegner 7 en vektor med leengde 1 i forsteaksens retning,
og J betegner en vektor med leengde 1 i andenaksens retning.

Bemeerk her at 7 = 7. Det skyldes at man altid vil fa andenaksen ved at
dreje forsteaksen 90° mod uret.

Figur 1.5: Subtraktion af vektorer.

—d

1
2

<

Figur 1.6: Multiplikation af en vektor med
et tal.

<


https://www.geogebra.org/m/y6a2pvfa

TL
T

Figur 1.7: Vektoren d er givet ved @ =
4-T+3-7.

Figur 1.8: Vektorer i et koordinatsystem.

o

8 Vektorer i planen

Figur 1.7 viser hvordan en vilkarlig vektor kan tildeles koordinater. Vektor
d pa figuren beveeger sig 4 skridt mod hgjre og 3 opad. Vektoren kan derfor
skrives som en sum af 4 - 7 og 3- 7, idet man beveeger sig 4 skridti 7°’s
regning og 3 skridt i 7”’s regning. Dvs.

Fordi det er besveerligt at skrive vektorer pa denne méde, har man opfundet
en lettere notation, sidan at man i stedet skriver

a‘:(‘;),

hvor det gverste tal altsa viser hvor mange skridt man skal ga i fersteaksen
retning, og det andet tal viser hvor mange skridt man skal ga i andenaksens
retning.

Definition 1.10

. - . a
Hyvis en vektor @ har koordinatseettet (al)’ betyder det at
2

—

d=a -1 +ay J .

Bemaeerk her at hvis a; er et negativt tal, vil vektoren beveege sig mod venstre
(dvs. modsat 77). Og hvis a; er et negativt tal, vil vektoren beveege sig nedad
(i modsat retning af 7). Tegner man en vektor i et koordinatsystem, kan
man altsa angive vektoren ved et koordinatseet som viser hvor mange
enheder man har bevaeget sig hegjre/venstre, og hvor mange enheder man
har bevaeget sig op/ned. Figur 1.8 viser vektorerne fra figur 1.1 indtegnet i
et koordinatsystem og angivet med koordinater.

Koordinatseettet for en vektor skrives altid lodret med forstekoordinaten
gverst og andenkoordinaten nederst — pa denne made kan man let se forskel
pa en vektor og et punkt. Vektoren

-1

2
beskriver derfor den folgende beveegelse i et koordinatsystem: 1 skridt
mod venstre og 2 skridt opad. De to vektorer 7 og 7 kan ogsa tildeles

koordinater. Idet de to vektorer repreesenterer en bevaegelse pa hhv. et
skridt til hajre og ét skridt opad, ma der geelde at

Nar man har indfert koordinater, kan man ogsa omskrive beregninger med
vektorer til koordinater. F.eks. geelder der om den omvendte vektor at hvis
—d har den modsatte retning af @, sa gar —a mod venstre hvis @ gar mod
hgjre. P4 samme made ma —d ga ned nir @ gar op. Altsd ma —a have de
samme koordinater som d, men med modsat fortegn.


https://www.geogebra.org/m/hczssqze
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. a — .
Hvis a = (al)’ har den modsatte vektor —a koordinaterne

2
-a = .
— -3 . .
Eksempel 1.12 Hvis a = ( ) ), sa er den modsatte vektor givet ved

(4)-(3)

Her kan man se, at @ betegner en beveegelse pa 3 til venstre og 1 op, mens
den modsatte vektor —a betegner en bevaegelse pa 3 til hgjre og 1 ned.

Koordinaterne til en tveervektor kan beregnes pa folgende made:

.= ai 3 S —az
Hvis a = ,saer a = .
az a

Bevis (skitse) R
P4 figur 1.9 er de to vektorer @ og @ indtegnet i et koordinatsystem. Som

det ses af figuren er
ey —-a
a = < 2) . |
a

For tveervektorer geelder falgende seetning som kan bevises ved regning
med koordinaterne:

Figur 1.9: Koordinaterne til 7 kan findes

ud fra koordinaterne til @. Q

For to vektorer ad og b geelder

~
A~
—
a

=—-4d,0g

Ud fra koordinaterne kan man ogsa bestemme vektorens leengde. Leengden
af vektoren svarer til leengden af en pil der repreesenterer vektoren. Denne
leengde kan findes vha. Pythagoras’ seetning. Ser man pa figur 1.10, ser man
at pilen der repreaesenterer vektoren

~_ (-3
=, )
er hypotenuse i en retvinklet trekant hvor kateterne er hhv. 3 og 4. Vekto-

rens leengde | @ kan altsa beregnes ved at bruge Pythagoras’ seetning pa
vektorens koordinater

|5’| = . /(_3)2 +42 =5, Figur 1.10: Leengden af en vektor kan be-

. regnes ud fra dens koordinater.
Der geelder derfor felgende seetning:


https://www.geogebra.org/m/fxhbxyrh
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. — . — a
Hvis vektoren a har koordinaterne a = (

) , s& er vektorens leengde
az

|a| = {a?+a’.

Det viser sig at man let kan leegge vektorer sammen eller treekke dem fra
hinanden hvis man kender deres koordinater. Den folgende seetning viser
hvordan.

Hvis der er givet to vektorer

sa er

= . F_ a; + by - 7 a; — by
a+b—<az+b2) og a b_(az—b2>'
d=a-T+ay-] og b=b-T+by-7T.

a+b 25’1-7+a2-7+b1-7+b2-7
1-T+b1-T+a2-7+b2-7

_ — - a1+b1
=(a1+b)-T+(a+by)- T = (az+b2> .

For differensen mellem de to vektorer geelder at (se seetning 1.11)
- T = e a —b ai +(=b1) a1 — by
a-b=a+(-b)= + = = )
( ) <az> <—b2) (az +(=b2) az — by
Hermed er seetningen vist. |
Nér man ganger en vektor med et tal k, bliver vektoren |k| gange sa lang,
og den skifter retning hvis k < 0. Det betyder at begge koordinater ma

blive |k| gange sa store, og skifte fortegn hvis k < 0. Dette sker netop nar
man ganger koordinaterne med k.

. a .
Hvis a = ( 1> er en vektor, og k er et tal, sa er

az
— k‘al
k-a = <k-a2> .
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1.3 Forbindelsesvektorer

Har man to punkter i planen, fastleegger disse en vektor. Pa figur 1.11
ses to repreesentanter for vektoren AB dvs. den vektor der beskriver en
beveegelse der starter i punktet A og slutter i punktet B. Pilen fra A til B
fastleegger vektoren AB; men fordi alle pile med samme leengde og retning
er repraesentanter for den samme vektor, kan man altsa lige sa godt tegne
vektoren et andet sted — som det ogsa er gjort pa figuren. Man har felgende
definition:

Definition 1.18: Forbindelsesvektor

Hvis A og B er to punkter i planen, sa er forbindelsesvektoren AB den
vektor der kan repreesenteres ved en pil fra A til B.

Koordinaterne for vektoren AB kan man finde ved at undersgge hvor
meget x-koordinaterne eendrer sig nar man flytter sig fra A til B. Hvis de to
punkters koordinater er A(x1, y1) og B(x2, ¥2), s& ma x-koordinaten vokse
med x, — x1 og y-koordinaten vokse med y, — y; (se figur 1.12). Man har
derfor folgende seetning:

Vektoren AB mellem punkterne A(xi, y1) og B(xz, y;) har koordinater-
ne
Aﬁ:(ﬁ‘xj.
Vo= )1

Hvis man har ét punkt i et koordinatsystem, kan man herudfra definere
en vektor der har samme koordinater som punktet, dette er en sakaldt
stedvektor der gar fra origo (dvs. (0,0)) til punktet (se figur 1.13).

Definition 1.20

Hvis A(xo, yo) er et punkt i et koordinatsystem, defineres stedvektoren

til punktet som
0A- (1)
Yo

OA er vektoren fra 0(0, 0) til A(xy, Y0)-

For vektorer mellem punkter geelder specielt folgende vigtige seetning.

Hvis A, B og C er tre punkter i planen, sa er
AB=AC +CB.

Bevis
Lad de tre punkter have koordinaterne A(xy, y1), B(x2, y2) og C(x3, y3). S&
er

@

AB

Figur 1.11: To repreesentanter for vektoren
AB.

Yo ot

Yo =0

Xy — X1

1)

: :
X1 X2

Figur 1.12: Sadan beregnes koordinaterne
til vektoren AB.

@

A

A, yo)

O/ = (")
Yo

Figur 1.13: Vektoren OA har samme koor-
dinater som punktet A.

- (1)

(0]
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C e _ _
A_C+CB=<"3 xl>+<x2 m)
V3i—n Vo— Y3
B X3— X1+ X2 — X X9 — X —
_ (% 1 27 X3\ _ (X2 1\ _ 3B
Vi=y1t+tY2—¥3 Vo= 0N
Idet der altsa geelder at AC+CB = A_B er seetningen bevist. [ |

Figur 1.14: Indskudsswtningen: AB = AC+  Indskudssetningen er illustreret pa figur 1.14. Seetningen siger at man kan

CB.

Q beregne vejen fra A til B ved at ga en omvej over C.

1.4 Ovelser

Ovelse 1.1 _ Ovelse 1.6
Tegn repreesentanter for to vilkarlige vektorer @ og b. Der er givet de tre vektorer
Indtegn herefter vektorerne

— — — 3 - -2 — 0
a) —a b) 2-4a a=<l>, b=(4) og c=<5>.

o dT+b d a-b
. . Beregn vektorerne
e) 3-d+ 0D f) 2-a-3-b
a) G+ b b) 2-G
Ovelse 1.2 _ - . _
Tegn repraesentanter for to vilkérlige vektorer @ og b, ) b-c¢ d) c+3-4a
indtegn herefter @ + b. ) G-b+7¢ f) 4-T+3-T-5-b
a) Brug din skitse til at arg_ljmentere fgr at det altid Q) 2 s h) b—5a+ &
ma veere sandt at ’7 + b’ <lal+ ’b ’
b) Hvordan ligger de to vektorer @ og b iforhold 9Vvelse 17 . i
o e Punkterne A, B, C og D er givet ved koordinaterne
til hinanden hvis ‘a +b ‘ =lal+ ‘ b’ ? A(2,1), B(3,5), C(—4,0) og D(2,9) . Bestem koordina-
terne til de felgende vektorer:
Ovelse 1.3 . .
Bestem den modsatte vektor til de folgende vektorer: a) AB b) BC
-/ ¢) DC d) AD
baef) wE() ae() 0T ;
e) CA f) BD
Ovelse 1.4

Ovelse 1.8

Bestem leengden af vektorerne i gvelse 1.3. Reducér s& meget som muligt:

Ovelse 1.5

a) AB+ BC+CD + DE
Bestem tveervektoren til de folgende vektorer:

b) AB+BD + BB+ DA
—~ (2 b T = =5 e >
a) a=|, ) b=1{ ¢) AD +CB+ AC + BA + DC


https://www.geogebra.org/m/s36nemhg

Vinkler i planen

I dette kapitel gennemgas sammenhgengen mellem vektorkoordinater og
vinkler. Skal man male vinklen mellem vektorer direkte, kan den males pa
forskellig vis. Enten kan man male den mindst mulige vinkel. Eller man
kan male vinklen ved at ga i en bestemt retning fra den ene vektor til den
anden.

Definition 2.1: Vinkler mellem vektorer
Hvis @ og b er to vektorer, definerer man

1. vinklen mellem vektorerne d og b som er den mindste vinkel
der udspeendes mellem vektorerne, og

2. vinklen fra @ til b som er den vinkel med fortegn man far ved

at beveege sig fra vektor @ til vektor bl

Vinklen mellem vektorerne @ og b betegnes ogsa med (@, b ). For-
skellen pa de to vinkler kan ses pa figur 2.1.

Vinklen mellem a@ og b er altsa en vinkel mellem 0° og 180°, mens vinklen
fra @ til b er en vinkel mellem —180° og 180°.

Enhver vektor har ogsa en retningsvinkel der angiver denne vektors retning
i koordinatsystemet. Den defineres pa felgende made:

Definition 2.2

Retningsvinklen for vektoren @ er vinklen fra 7" til a.

Pa figur 2.2 ses 3 forskellige vektorer og deres retningsvinkler.

2.1 Enhedsvektorer

For at kunne regne pa sammenhaengen mellem vektorkoordinater og vink-
ler viser det sig at veere praktisk forst at introducere sakaldte enhedsvektorer,
dvs. vektorer med leengde 1. Hvis man skal undersgge vinkler i planen, ser
man nemlig kun pa retningen af vektorerne og ikke deres leengder.

Definition 2.3

En enhedsvektor er en vektor € med leengden 1.

13

w<0

—

b

Figgr 2.1: Vinklen v er vinklen _I’nellem a
og b,ogwervinklen fra @ til b.

'Positiv omlgbsretning er mod uret s& hvis
man bevaeger sig med uret, er vinklen nega-
tiv.

Figur 2.2: Vektoren €, og retningsvinkler-

ne for forskellige vektorer. Q


https://www.geogebra.org/m/tjjmbk5p
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I det seedvanlige koordinatsystem i planen er to retninger specielle, nemlig
de retninger der er givet ved forste- og andenaksen (x- og y-aksen), disse
retninger er givet ved enhedsvektorerne 7 og 7 som er blevet introduceret
tidligere. Man kan dog lave en enhedsvektor i en vilkérlig retning. Der
geelder nemlig den folgende seetning.

Hvis @ er en vilkarlig vektor, vil en enhedsvektor €z i samme retning
som @ kunne beregnes som

— L
e == a.
|

Man beregner € 5 ved at gange @ med et positivt tal, sa de to vektorer har
samme retning. At vise at € 7 er en enhedsvektor (dvs. at dens leengde er

1) overlades som en gvelse til leeseren.

Da alle enhedsvektorer har den samme leengde, er den eneste forskel pa
dem hvilken retning de peger i. Denne retning kan beskrives vha. en vinkel.

2.2 Cosinus, sinus og tangens

Enhedsvektorer kan sammen med retningsvinkler bruges til at definere
de sékaldte trigonometriske funktioner cosinus og sinus. De to funktioner
omregner en retningsvinkel til forste- og andenkoordinaterne for den
tilsvarende enhedsvektor.

Definition 2.5

— e . . .
Lad enhedsvektoren e = el have retningsvinklen v. S& defineres
2

de tre trigonometriske funktioner cos, sin og tan som
1. cos(v) = ¢,
2. sin(v) = ey, og

sin(v) e

3. tan(v) = cos0) &

Bemeerk at tan(v) er udefineret nar cos(v) = 0, dvs. hvis v = £90°.

Det vil altsa sige at cos(v) er forstekoordinaten til den enhedsvektor der
har retningsvinkel v, og sin(v) er andenkoordinaten til denne vektor - altsa

at
— _ (cos(v)
€= (sin(v))

nar € har retningsvinkel v. De tre trigonometriske funktioner er indbygget
i de fleste lommeregnere og alle CAS-verktgjer.

Bemeerk at da cos(v) og sin(v) er hhv. forste- og andenkoordinaten til en
enhedsvektor, s vil cos(v) og sin(v) kun kunne give veerdier mellem —1
ogl,sa

—1<cos(v) <1 og —1<sin(w) <1.
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Eksempel 2.6 Den enhedsvektor €, der har retningsvinklen v = 130° har

koordinaterne
- cos(130°)\ _ [ —0,643
~ \sin(130°) /]~ \ 0,766 | °

Denne vektor og to andre enhedsvektorer kan ses pa figur 2.3.

Ved at analysere symmetri i planen kan man bevise folgende seetning:

Figur 2.3: Nogle enhedsvektorer og deres

Der gaelder koordinater.
1. cos(—v) = cos(v) 4. sin(180° — v) = sin(v)
2. sin(—v) = —sin(v) 5. cos(90° — v) = sin(v)
3. cos(180° —v) = —cos(v) 6. sin(90° — v) = cos(v)

Idet leengden af en enhedsvektor er 1, kan man ogsa udlede folgende seet-
ning:

Der geelder
cos(v)? +sin(v)> = 1.

Enhver vektor kan beskrives vha. dens leengde og dens retningsvinkel, og
de to funktioner cos og sin kan bruges til at omregne dette til koordinater.

Eksempel 2.9 Vektoren @ har leengden | @| = 4 og retningsvinkel v = 35°.
Vektorens koordinater kan da findes vha. folgende beregning:* ?Husk at € - er en enhedsvektor i @’s ret-

ning (se definition 2.5).
= — cos(35°) 4-0,819 3,28
a=ldlegz=4-(". )= = )
sin(35°) 4-0,574 2,29

2.3 Inverse trigonometriske funktioner

I eksempel 2.9 blev en vektors koordinater beregnet ud fra retningsvinklen
og leengden. Det ville veere praktisk hvis man ogsa kunne regne den anden
vej — altsa finde leengden og retningsvinklen ud fra koordinaterne.

Leengden af en vektor kan beregnes vha. formlen i seetning 1.15, men hvad

med vinklen? Hvis man har en enhedsvektor € = ( ), geelder der at

€1
€2
er\ _ (cos(v)
e;)  \sin() )’

cos(v) = e; og sin(v) = ey ,

dvs.

For at finde retningsvinklen v har man altsa brug for at kunne lgse sadanne
ligninger. Dvs. man har brug for funktioner, der virker modsat cos og sin.

At det ikke er helt trivielt at konstruere disse funktioner ses af folgende
eksempel:



Figur 2.4: Enhedsvektorer med samme
forste- eller andenkoordinat.

*De to funktioner kaldes undertiden ogs&
arccos og arcsin. »arc« star for arcus, som
betyder »bue« pa latin. arcsin er altsa den
bue (vinkel), hvis sinus har en bestemt veer-
di.

I computerprogrammer/CAS-veaerktgjer
kaldes de to funktioner i gvrigt ofte asin og
acos.
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Eksempel 2.10 Lad €; veere enhedsvektoren med retningsvinkel 20°, og
'€, vaere enhedsvektoren med retningsvinkel —20°. Da har de to vektorer

koordinaterne
5 cos(207)\ _ (0,940
17 Lsin(20) ) ~ \ 0,342
5 cos(—20")\ _ [ 0,940
27 \sin(=20") ) ~ \-0,342) -
De to vektorer €7 og € har altsa forskellige retningsvinkler, men samme

forstekoordinat.

Hvis €3 og €4 er enhedsvektorerne med retningsvinklerne 50° og 130° er

deres koordinater
. cos(507)\ _ (0,643
37 \sin(50°) ) ~ \ 0,766
5 cos(130°)\ _ [ —0,643
* 7 \sin(130°) ) ~ \ 0,766 ) -
Her er der altsé tale om enhedsvektorer med forskellige retningsvinkler,
men samme andenkoordinat.
De fire vektorer kan ses pa figur 2.4.
De sakaldte inverse trigonometriske funktioner kan derfor kun give én af

to mulige retningsvinkler hvis man kender enten forste- eller andenkoordi-
naten. Funktionerne defineres pé folgende méade:*

Definition 2.11

Funktionen cos™! kaldes invers cosinus. cos~!(t) er den vinkel v i inter-
vallet mellem 0° og 180° der lgser ligningen cos(v) =t .

Funktionen sin™! kaldes invers sinus. sin”!(¢) er den vinkel v i inter-
vallet mellem —90° og 90° der loser ligningen sin(v) =t .

Eksempel 2.12 Hvis man vil lose ligningen
cos(v) = 0,5,
beregner man vha. en lommeregner at
v = cos 1(0,5) = 60° .
v = 60° er altsa en lgsning til ligningen.

Hvis man lgser en ligning med cosinus eller sinus pa denne made, skal man
veere opmeerksom pa at man ikke finder alle lgsninger.

Af eksempel 2.10 folger at —60° faktisk ogsa er en lesning til ligningen
cos(v) = 0,5, dvs. i virkeligheden burde ligningen veere lgst pa denne made:

cos(v) = 0,5 < v = +cos 1(0,5) < v = +60° .

(Her angiver tegnet + at der er to lesninger: én med + og én med —.)
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Nu er det muligt at udlede en formel til at finde retningsvinklen for en
vektor ud fra koordinaterne:

Lad vektoren a veere givet ved koordinaterne

cos™! (“—1) hvisa, > 0

a
—cos™! (a:l) hvisa; <0

Bevis
. a . . — . .
Hvis a = < ), vil en enhedsvektor i a’s retning veere givet ved
2

o ()-(3)

Enhedsvektoren har ogsa koordinaterne €z = (

& =il

S

cos(v)
sin(v)

> hvor v er ret-

ningsvinklen for @. Dvs.
a

a
cos(v) = — < v=xcos ' = | .
a |d|

Hvis vektoren @ har en positiv y-koordinat (a; > 0), sa vil retningsvinklen
veere positiv, dvs. lesningen med + er den korrekte. Den anden lgsning er
korrekt hvis a; < 0. Hermed er seetningen bevist. |

Eksempel 2.14 I dette eksempel bestemmes leengden og retningsvinklen
for de to vektorer

Leengden af vektor @ er

|d|=+32+4%2=>5,

(3 .
U = COS g = 53,13".

Leengden af vektor b er

m = 22+ (=7)2 = V53 = 7,28,

og retningsvinklen er
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og retningsvinklen er

1 2 .
W = —CO0S — | = -74,05".
7,28

Bemeerk at retningsvinklen for b er negativ fordi vektor b har en negativ

andenkoordinat.

2.4 Ovelser
Ovelse 2.1 Ovelse 2.3
Bestem koordinaterne til enhedsvektorerne med ret- Bestem koordinaterne til vektoren @ med retningsvin-
ningsvinkel kel v nar

a) 15 b) 60 a) |[d]=4o0gv=36

c) —30° d) 145° _

b) |d|=5,3o0gv =100

og tegn vektorerne i et koordinatsystem. ¢) |d|=120gv=-120°
Ovelse 2.2 Ovelse 2.4

Billedet herunder viser 3 enhedsvektorer med retnings- Der er givet de tre vektorer

vinklerne v, —v og w = 180° —v.
— 1 - 3 — =7
7=(5) =) = == (3)

Tegn de folgende vektorer i et koordinatsystem, og be-
regn derefter deres leengde og retningsvinkel.

a) @ b) b
o T d T+0b
e) b-7T £) 2-G-5b

a) Brug billedet til at argumentere for seetning 2.7. g) d+b+2¢C



Skalarprodukt og

determinant

Indtil videre er der kun set pa addition og subtraktion nar man regner med
vektorer. Der findes dog ogsé& andre regneoperationer, nemlig skalarpro-
duktet og determinanten som gennemgas i dette kapitel. Man kan ikke
gange to vektorer med hinanden, men begge de to regneoperationer kan
fortolkes som en slags multiplikation.

Hvis man ganger to tal med hinanden, kan resultatet fortolkes pa to mader,
enten som en leengde eller som et areal. F.eks. kan 2 - 3 forstas som det sted
pa tallinjen der er 2 gange s& langt henne som 3, men det kan ogsa forstas
som arealet af et rektangel med sideleengder 2 og 3. Skalarproduktet svarer
pa sin vis til den forste af disse to fortolkninger, mens determinanten svarer
til den anden.

3.1 Skalarprodukt

Det er som sagt ikke muligt at gange to vektorer med hinanden og fa en ny
vektor; men man kan gange deres leengder (da disse jo er helt almindelige
tal). Nar man beregner det sakaldte skalarprodukt,' skal man dog ogsa
tage hejde for at de to vektorer ikke nedvendigvis peger i samme retning.
Vinklen mellem de to vektorer indgar derfor ogsa.

Definition 3.1: Skalarprodukt

Lad der veere givet to vektorer @ og b, og lad v veere vinklen fra @ til
b . Skalarproduktet mellem de to vektorer er tallet

Teb= |'a]- ‘E"-cos(v).

Nar man regner med almindelige variable, er det normalt at udelade gan-
getegnet og skrive f.eks. ab i stedet for a - b; men ved skalarproduktet skal
man altid skrive symbolet. Det skyldes at skalarproduktet netop ikke er
en multiplikation, men en regneoperation mellem vektorer der giver et tal
som resultat. Derfor siger man heller ikke at man »ganger« to vektorer,
men at man prikker dem.

Eksempel 3.2 Huvis de to vektorer @ og b har leengderne
17 =5 og ‘F‘:a,

19

'Det kaldes ogs& somme tider »prikproduk-
tet« fordi symbolet er en prik.



Figur 3.1: Fortolkning af b} og b;. Bemaerk
at nar v > 90" er storrelsen bj negativ.
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og vinklen fra @ til b er
v=42°,

sa er skalarproduktet mellem de to vektorer tallet

Teb= 5-3-cos(42°) = 11,15 .

Af definitionen pé skalarproduktet folger at hvis man prikker en vektor a@
med sig selv, far man kvadratet pa dens leengde. Det skyldes at vinklen fra
en vektor til sig selv er 0°, dvs.

@+ d=1|d| |d| cos(0°) =|adf-1=|a] . (3.1)

Hvis to vektorer er ortogonale er vinklen fra den ene til den anden 90° eller
—90°. Idet
co0s(90°) = cos(—90°) =0,

folger det ogsa af definitionen at

— —
—

d+b=0 o dLb, (3.2)
altséd at skalarproduktet giver 0 for ortogonale vektorer.

Bemeerk i gvrigt at fordi cos(v) = cos(—v) (se seetning 2.7), er det faktisk
lige meget i beregningen af skalarproduktet om man anvender vinklen fra
7 til b eller vinklen mellem @ og b, dvs. om vinklen har fortegn eller ej.
Vinklen fra @ til b anvendes udelukkende her for at der er en tydeligere
sammenheng med determinanten der defineres senere i dette kapitel.

For at kunne give en fortolkning af hvad skalarproduktet egentlig er for en
starrelse, kan man begynde med at undersege betydningen af ‘?‘ - cos(v).

Seet
by = ‘F‘ -cos(v) og by = ‘?’ -sin(v) , (3.3)

hvor » markerer at v ikke er b’s retningsvinkel, men vinklen fra a til b.
Hvis v var vektor b’s retningsvinkel (dvs. vinklen fra 7 til b) ville b}
veere b’s forstekoordinat. Men nu er v vinklen fra @ til b altsd ma der
geelde at b og b; er en slags koordinater i retning af @ og 7.

Figur 3.1 viser hvordan b} og b ligger i forhold til vektorerne @ og a.
Bemeerk at b] er negativ nar vinklen v er stump, mens b; er negativ nar
vinklen er negativ — dvs. nar man gar med uret fra a til b.

(a) 0° < v < 90° (b) v > 90°
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—

Idet b} = ’ b | - cos v, kan skalarproduktet a » b fortolkes pa den folgende
made:

Storrelsen af skalarproduktet a « b er produktet af leengden af
a@ med den del af? der ligger parallelt med d@. Fortegnet er
negativt hvis vinklen fra d til b er stump, dvs. hvis den del af
b der ligger parallelt med @, er modsat rettet a.

3.2 Vektorprojektion

At projicere vektor b pé d geres ved at nedfeelde vektor b vinkelret pa
vektor @. Det illustreres lettest ved at lade de to vektorer have samme
begyndelsespunkt. Pa figur 3.2 ses hvordan vektor _b>7 der er projektionen
af b pé da, ligger nar vinklen mellem de to vektorer er spids, og nér den er
stump.

Som man kan se pa figuren er er leengden af projektionen ba lig med stor-
relsen af tallet b defineret i foregaende afsnit. Der geelder derfor folgende
sztning:

For projektionen b & af vektor b p& a geelder at

og

Bevis
Hvis man sammenligner figur 3.1 og 3.2, finder man at

—

=
bg=0b-€ez,

hvor €7 er en enhedsvektor i samme retning som @, dvs.

Figur 3.2: Projektionen af @ pa b nar vink-
len mellem de to vektorer er hhv. spids og

stump.

ay

(a) Spids vinkel. (b) Stump vinkel.


https://www.geogebra.org/m/cyp4k6qv
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—

Idet b} = ’ b ‘ - cos(v), har man sa at

—

Fﬁ=)b‘-cos(v). 7= W'"ﬂ'cos(v).—' a-b

‘?‘-cos(v)
— -a a = -a .

|~ 4 laf? |af

| =)

.}

Den anden del af seetningen omhandler leengden af projektionsvektoren.
Men da man kender en formel for vektoren, tager man blot leengden af
denne og far

7T @5 @5
ba|=|"=7d|="=7 ldl="—=
‘ ’ Kk @l @l -

og seetningen er dermed vist. |

3.3 Skalarprodukt og koordinater
Projektionsvektorerne kan bruges til at vise nogle grundliggende regne-
regler for skalarproduktet. Det viser sig nemlig at skalarproduktet bade er

kommutativt (dvs. reekkefolgen af vektorerne er ligegyldig) og distributivt
(dvs. man kan »prikke« ind i parenteser).

Lad der veere givet to vektorer @, b og et tal k. Da geelder

Her bevises kun de forste to af regnereglerne i seetningen, den sidste over-
lades til leeseren.

Bevis
Hvis v er vinklen fra @ til b, si gar vinklen fra b til @ den modsatte vej,
dvs. den er lig med —v. Derfor er

beGd= ‘E‘ -] - cos(—v),
men idet cos(v) = cos(—v) (se seetning 2.7), har man
‘3‘ -|d] - cos(—v) = ‘g‘ -|d]-cos(v) =|d|- ‘F‘ -cos(v) = o b .

Dette beviser den forste del af seetningen.

For at bevise den anden del kan man se pa felgende tegning:
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Som man kan se pa tegningen, er projektionen af b+7T pa a lig med
summen af projektionerne af b pa @ ogaf ¢ pa d, altsa

(E’—F?)E’: bz+7¢7.

Ifelge seetning 3.3 har man derfor

Te(b+7) . Geb _ T-T _
3 -a = 5 -a+72 - a =4
|al |al lal

T-(b+7) _ a’-?+a'-? _
———a=| —5+—5 | a.
la* la* la*

Vektorerne pa venstre og hejre side er begge lig et tal ganget med vektor
@ . Hvis de skal veere lig hinanden, skal tallene derfor veere lig hinanden,

og man far

G+ (b+7) deb  d-TC B S
(2 )z 5+ — as(b+c)=ab+a-c,
lal lal lal

hvorved den anden del af seetningen er bevist. |

Nar man kender disse regneregler for skalarproduktet, er det muligt at finde
ud af hvordan man beregner skalarproduktet ud fra vektorernes koordinater.
Det viser sig nemlig at man kan beregne skalarproduktet uden at kende
vinklen mellem vektorerne hvis blot man kender deres koordinater.

Hvis de to vektorer @ og b har koordinaterne

- (41 7 bl
~(2) w 5-(0)

sa kan skalarproduktet af de to vektorer beregnes som

—

asb =ay;-by+ay-by.

Bevis
Hvis @ = & og b= by er
a ’ bz ’

7=a1-7+a2-7 og b:bl'T+b2'7.



Figur 3.3: Projektionen af @ pa b.
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Anvender man nu regnereglerne i seetning 3.4, far man

—

deb=(a-T+az 7)1 T +b2-7)
=(a- 1) -T)+ (@ T)(b2-7)
+(az- 7)o (br- 1)+ (az- 7)o (b2 7)
=(a;-b) - TeT+(a-b) TT
+(az-b)- 7T +(aba) T7T.

Idet 77 og 7 er ortogonale, er deres skalarprodukt 0, se (3.2). Derfor kan
dette reduceres til

ZI" b =(a1‘b1)'—l'-—l>+(az‘bz)'7'7
=a1-b1-|T|2+a2-b2-|7|2

=a1-b1+az-b2,

hvor det sidste lighedstegn folger af at bade 7" og 7~ er enhedsvektorer,
dvs. deres leengder er 1. Hermed er seetningen bevist. |

Det er altsa simpelt at beregne skalarproduktet af to vektorer hvis man
kender deres koordinater.

Eksempel 3.6 Hvis

sa er
Geb=38+2-(-5=24+(-10)=14.

Nér man kan beregne skalarproduktet ud fra koordinaterne, kan man ogsa
projicere en vektor pa en anden uden at kende vinklen mellem dem direkte:

Eksempel 3.7 Hvis

) w o)

sd er a’s projektion pa b (se seetning 3.3)

3 8-3+4-9 (3 60 (3 2
a-—- = . = —:_ = — - = .
b 324920 \9 9+ 81 9) 90 \9 6
Vektorerne kan ses pa figur 3.3.

Sammenheengen mellem skalarproduktet og vektorernes koordinater, kan
man bruge ogsa bruge til at bestemme vinklen mellem to vektorer. Hvis
man skriver lidt om pa definitionen af skalarproduktet far man nemlig
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Hvis der er givet to vektorer @ og b, og v er vinklen mellem de to
vektorer, sa er

—

a e

|

cos(v) =

@l-|?]
Denne sztning kan bruges direkte til at bestemme vinklen mellem to

vektorer.

Eksempel 3.9 Her beregnes vinklen mellem de to vektorer

=(2) % 50

Forst beregnes de to vektorers leengder:

|7 = J(=1)2 + 62 = 1+ 36 = /37
m=\/52+42: V25 + 16 = V41 .

Disse kan nu indseettes i formlen

-1 5
da-b 6 4) -1-5+6-4 19

|a»|‘y’= J37J41 - 3741 (1517

cos(v) =

og man finder vinklen v

-1 19 60,8°
U = coS =60,8".
J1517

Altsa er vinklen mellem de to vektorer 60,8° (se figur 3.4).

Vinklen mellem to vektorer ligger mellem 0° og 180°. Hvis der for en vinkel
v geelder at 0° < v < 90°, er cos(v) > 0. Hvis 90° < v < 180°, er cos(v) < 0.
Specielt for v = 90° geelder cos(v) = 0. Seetning 3.8 forer derfor til folgende:

Lad v veere vinklen mellem de to vektorer @ og b. Der geelder da

1. Hvisﬁ’-?>0,séer0°£v<90°.
2. HVisE’-_b>=0,séerv:90°,dvs.E’L_l;.

3. Hvis @+ b <0, s er 90° < v < 180"

Denne setning giver en nem test for om to vektorer er ortogonale. Man
skal blot beregne deres skalarprodukt. Hvis det giver 0, s& er vektorerne
ortogonale. Ellers er de ikke.

Figur 3.4: Vinklen mellem vektor @ og b
er 60,8°.
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-1

a’-?=<2>-<_?’1>=2-3+6-(—1)=0.

Da @« b = 0 er disse to vektorer ortogonale.

Eksempel 3.11 For de to vektorer @ = (2) og b = ( 3 ) er

Eksempel 3.12 Der er givet to vektorer

2 — 3
a = b = s
hvor t er et tal. Hvis de to vektorer er ortogonale, hvad er sa tallet t?

Her beregnes forst

Geb=(2)(°)=23+t-a=6+ar.
t 4

Idet de to vektorer er ortogonale, er @ « b= 0, dvs.

6+4t =0 o 4t=-6 < t=—

6 3
4 2
Hvis de to vektorer er ortogonale, har man altsa, at t = —%.

For skalarproduktet geelder der ogsa nogle regneregler der minder om de
kvadratseetninger der geelder for regning med tal. Disse viser sig at vere
meget brugbare i geometriske beregninger.

Hvis @, b og T er vektorer, geelder der
1 (@+5)-(7+5)=[@P+[5] +2-7-75
2. (a’—?)-(a’—?)=|E|Z+‘F)2—2-a’-?.
3. (G+b)(a-0)=Ial- ‘b)
Bevis

Alle regnereglerne kan bevises ved regning med koordinater. Her bevises
kun regneregel 1; resten overlades til leeseren.

For de to vektorer @ = <Zl> og b = <21> geelder
2

2

- 5 — 7\ a; +b; a; +b;
(a + b)‘(d + b) N (az+b2> : <az+b2>
= (a1 +b1)(a1 + b1) + (az + bz)(az + b)

= a® + b% + 2a,by + a5 + b3 + 2azb,
= (af +a3) + (b7 + b3) + 2(arby + azby)

P -
=|d]| +‘b) +2-db,

hvorved 1 er bevist. ]
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3.4 Determinant

Vha. skalarproduktet kan man afgere om to vektorer er ortogonale. Der
findes en anden sterrelse, determinanten, som kan bruges til at afggre om
vektorer er parallelle.

Definition 3.14

For to vektorer @ og b definerer man determinanten mellem @ og b
til at veere tallet

det (@,5) =|@l-|B|-sin(v),

hvor v er vinklen fra @ til b.

Det viser sig at determinanten har en geometrisk fortolkning. Figur 3.5
viser parallelogrammet udspeendt af to vektorer @ og b . Tallet b} der er
markeret pa figuren svarer til definitionen i ligning 3.3, altsa

by = ‘l_;‘ -sin(v) ,
hvor v er vinklen fra @ til b. Som man kan se pa figuren svarer storrelsen

af b; til hejden af parallelogrammet, mens | @| er leengden af grundlinjen.

Determinanten af @ og b er givet ved
det (@, b) =|al|-b;,

dvs. sterrelsen af determinanten er lig arealet af det parallelogram der
udspeendes af de to vektorer @ og b.Man har derfor den folgende seetning.

Det parallelogram der udspzendes af de to vektorer @ og b, har arealet

P= ’det(?{, 3)‘ .

I seetningen ovenfor beregnes den numeriske veerdi af determinanten fordi
sin(v) er negativ nar v er negativ, dvs. nar man beveeger sig med uret fra
a til b. Dvs. determinanten angiver storrelsen af arealet, og dens fortegn
angiver hvordan vektorerne ligger i forhold til hinanden.

Lige som skalarproduktet kan determinanten beregnes ud fra de to vekto-
rers koordinater. Hvis b7 og b} er defineret som i ligning (3.3), ligger de to
tal som pé figur 3.6. Vinklen v pé figuren er vinklen fra @ til b, mens w er

vinklen fra /E\' til b.

Pa figuren ser man at der ma geelde at

by = ﬁ)’ -sin(lw) og b= ‘_I;} -cos(w) .

Figur 3.5: Parallelogrammet udspzendt af
doghb.

Figur 3.6: Vektor b’s »koordinater« i ret-
ning af @ og d.
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Idet ‘/E\” = |d|, mé der derfor geelde at
@b = @] |5]-costw) = |@]-| 5| sin(v) = det (@, 7 -

Determinanten kan altsa omskrives til et skalarprodukt, og indseetter man
koordinater far man

det (Tf, F) = %- F = <_acz2) . (Z;) =aib, —axb; .

Dette er opsummeret i den folgende seetning.

For to vektorer a@ og b kan determinanten beregnes som

A

det(@,b)=a-b .

Hvis de to vektorer har koordinaterne @ = <a1> og b= (bl), far

as b2
man
= T a bl

det(a,b) = = aiby, —axb

@F) =" 2= ek -
. a . .

Notationen al bl er opfundet for gere beregningen af determinanten
2 b2

mere overskuelig. Den skal forstas pa den made at man forst beregner
produktet af diagonalen fra everste venstre hjerne til nederste hejre og
derefter fratraekker produktet af diagonalen fra nederste venstre hjerne til

gverste hojre:
%’ = a1b2 - Clzb] .
2

Eksempel 3.17 Determinanten af de to vektorer

() e 5-(3)

det (7. 7) = 'g n

er

‘=3.1_2.(_4):3—(—8):11.

Nér man beregne determinanten ud fra vektorernes koordinater, kan man
ogsa beregne arealet af parallelogrammet udspeendt mellem dem:

Eksempel 3.18 Her beregnes arealet af parallelogrammet udspeendt af

() = ()

Ifelge seetning 3.15 er arealet

vektorerne

et (@) = H3 ;

=3-1-2-5|=|-7|=7.
>3- =1

Arealet af parallelogrammet er altsa 7.
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Eksempel 3.19 De to vektorer

udspeender et parallelogram med areal 10. Hvad er tallet t?

Anvender man setning 3.15, kan man opstille et udtryk for arealet:

2 1

et (@, )| = Ht !

H=|2-4—t-1|=|8—t| .

Da man ved at arealet er 10, far man derfor ligningen
18—t = 10.

Idet der er tale om en ligning med numerisk veerdi, er der i virkeligheden
to ligninger. Hvis 8 — t giver 10, er ligningen opfyldt; men det er den ogsa
hvis 8 —t giver —10, dvs.

8—t=10 Vv 8—-t=-10 <
I=-2 Vv t=18.
Altsa er arealet af parallelogrammet 10, hvist = —2 eller t = 18.
Som tidligere neevnt angiver fortegnet for determinanten, hvordan vek-
torerne ligger i forhold til hinanden. Nar man tager determinanten af to

vektorer @ og b er reekkefolgen derfor ikke ligegyldig. Folgende seetning
angiver en reekke regneregler for determinanten:

For vektorerne @, b og ¢ geelder der
1. det (b, @) = —det (@, 0),
2. det (@ + b, T) = det(a@, ) +det (b,7),
3. det (@, b + ) =det(d, b)+det(d, 7).

Bevis
Den forste del kan bevises ud fra definitionen pa determinanten. Hvis v er

vinklen fra @ til b, er vinklen fra b til @ lig med —v. Dvs.

det (_b,, E) = ’?‘ -|da]-sin(—v) = —|a] - ‘E) - sin(v) = —det (E’, ?) :

For det (d + b, T) geelder der ifolge setning 3.13, 1.14 og 3.20 at

det(T+b,0)=(@+5b)-T

= <%+?>.? TeT+b-T
= det (@, ) +det (b, 7) .

Den sidste del af beviset overlades som en gvelse til laeseren. |
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Hvis det (@, ?) =0erasb =0. Ifelge seetning 3.10 betyder det at @ og

b er ortogonale. Hvis 7 og b er ortogonale, ma a@ og b veere parallelle.
Der geelder derfor folgende seetning:

For to vektorer @ og b geelder der

det(@,b)=0 o G|b.

Man kan altsa ved at beregne determinanten afggre om to vektorer er

parallelle.

3.5 Ovelser

Ovelse 3.1 .
For de to vektorer @ og b geelder der
@=5. [b]=6 og 4@ b)=43.

a) Bestem q b.

Ovelse 3.2
De to vektorer @ og b er givet ved

~(0) = 7-(2)-

a) Tegn en skitse af de to vektorer, og bestem vinklen

fra @ til b.
b) Bestem a o b.

c) Bestem d 7.

Ovelse 3.3
Beregn

()6 v ())
(15 0 ()0

Ovelse 3.4
To vektorer er givet ved

(2) = ()

—

a) dy b) b+ c) da

Bestem

Ovelse 3.5
Der er givet de tre vektorer

(@) (@) o)

a) Bestem leengden af @’s projektion pa b.
b) Bestemtsid ¢z = d.

c) Bestem ¢ sd leengden af ¢’s projektion pa b er2.

Ovelse 3.6
Der er givet de tre vektorer

() ) « ()

Bestem vinklen mellem vektorerne

a) ’a’og—l; b) @og <

) G+bogT d) b-Cogd@+b

e) Togb—7 f) Togd+b-7
Ovelse 3.7

Afgor om de vinklen mellem de folgende vektorer er
spids, ret eller stump.

2 (i) v (5)()
0 (7)o (5)=(3)
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Ovelse 3.8
Der er givet de tre vektorer

— 2 — —4
= (0) ()
Bestem tallet ¢, s&

a) d og ¢ er ortogonale
b) b og ¢ er ortogonale
Q) T+b og ¢ er ortogonale

d) T ogd — ¢ erortogonale

Ovelse 3.9
Beregn folgende determinanter:

6 2 5
o =
0o 7 —4
Ik o[;

?:(é) .
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Ovelse 3.10
Vektorerne @ og b er givet ved koordinaterne

- 1 —- t
a = <_5> og b= <2> .
Bestem t sa

a) dog b er parallelle

b) T+ b og b er parallelle

Ovelse 3.11
De tre punkter P, Q og R er givet ved koordinaterne
P(3,2), Q@8,—-1) og R(40).

Bestem arealet af det parallelogram der er udspaendt af
vektorerne

a) @ogﬁ

b) P_R>og(:)_;!5

c) Z-ﬁog@

d) PR+ QPog3-PQ






Linjer

I dette kapitel ses pa linjer i planen. Vha. punkter og vektorer kan man
udlede ligninger for de punkter, der ligger pa en linje. Det er nyttigt at
kunne tale om afstanden mellem to punkter i et koordinatsystem. Der
geelder folgende seetning:

Afstanden mellem punkterne A(xy, y1) og B(xz, y») er

|AB| = (2 — x1)% + (32 — y1)? .

Bevis
Afstanden fra A til B er lig med leengden af vektoren AB, dvs.

X9 — X1
Y2—N
Seetningen kan ogsa bevises ved at betragte linjen AB som hypotenusen i
en retvinklet trekant, og derefter anvende Pythagoras’ seetning. Se figur 4.1.

|AB| = |AB| = = -x)+Gz-y)?. W

4.1 Linjens parameterfremstilling

En linje i et koordinatsystem kan beskrives ud fra et punkt pa linjen og
den retning linjen har i koordinatsystemet. Nar man skal beskrive en linjes
retning, kan dette geres vha. en vektor.

Definition 4.2

En vektor 7 der er parallel med en linje [, kaldes en retningsvektor for
I, og en vektor 7 der star vinkelret pa linjen, kaldes en normalvektor

for I.

Det er her vigtigt at bemeerke at en linje ikke har én retningsvektor, men
uendeligt mange. Hvis 7 er en retningsvektor, sa vil enhver vektor der er
parallel med 7, nemlig ogsa veere en retningsvektor. Det samme geelder
for en normalvektor.

Nar man skal beskrive linjen er det ligeledes ligegyldigt hvilket punkt man
starter med. En linje indeholder uendeligt mange punkter, og ethvert af
disse koblet med en retningsvektor kan bruges til at beskrive linjen.

33

@)

B(x, yz)
|AB|

A(xy, }/1)

- (1)

Figur 4.1: Afstanden mellem to punkter kan
findes vha. Pythagoras’ seetning.



@

~

Py

P —
OP, 0

OP . ()

Figur 4.2: Ud fra denne figur kan man ud-
lede en sammenhzeng mellem et tilfeeldigt
punkt P pa linjen, det kendte punkt P, og

retningsvektoren 7. O
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Har man et punkt og en retningsvektor for en linje, kan linjen beskri-
ves ved en sakaldt parameterfremstilling som er en ligning der forteeller
hvordan ethvert punkt pa linjen kan beregnes ud fra et startpunkt og en
retningsvektor.

Pa figur 4.2 ses en linje [, et punkt Py(xo, yo) pa linjen og en retningsvektor
7 for linjen. P4 figuren er der ogsa indtegnet et tilfeeldigt punkt P(x, y) pa
linjen. Ifelge indskudssaetningen (seetning 1.21) geelder der

OP = OP, + PP .
Dette kan ogsa ses pa figuren.
Men vektoren ﬁ er parallel med 7, dvs. der findes et tal ¢ s& PP =t7.
Altsa far man ligningen

OP = 0P, +t7 .

OP og OP, er stedvektorerne til de to punkter P(x, y) og Py(xo, yo) s& det
er vektorer der har samme koordinater som de to punkter. Dvs. man kan
seette dette ind i ligningen og fa

X\ _ (%o —
()= (=) o

Ethvert punkt P(x, y) pa linjen kan findes ud fra denne ligning for en eller
anden veerdi af t. Lader man nu ¢t gennemlgbe alle de reelle tal, far man
alle punkterne pa linjen. En ligning af typen (4.1) hvor ¢t € R, kaldes en
parameterfremstilling for linjen [. Tallet ¢ der gennemleber de reelle tal,
kaldes parameteren. Der geelder altsa

En parameterfremstilling for en linje i planen er givet ved

5)=(o) () vex.

hvor (xy, o) er et punkt pa linjen, og 7 = (rx

) er en retningsvektor
r
y

for linjen.

Eksempel 4.4 Hvis en linje [ gar gennem punktet (3,2) og har en ret-

ningsvektor 7 = < s

= ()@ E) e

Eksempel 4.5 Her findes en parameterfremstilling for den linje m der gar
gennem de to punkter A(3,4) og B(—2,6).

), sa er dens parameterfremstilling

For at kunne opskrive en parameterfremstilling, skal man bruge en retnings-
vektor. Da bade A og B ligger pa linjen, kan AB bruges som retningsvektor.

()= (2)


https://www.geogebra.org/m/n4ng8xha
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Man skal tillige bruge et punkt linjen gér igennem. Her er det oplagt at
veelge enten A eller B. Bruger man A, bliver parameterfremstillingen

()0 (2)

Punkterne A og B, linjen m og retningsvektoren AB kan ses pa figur 4.3.
Idet m gar igennem uendeligt mange punkter og har uendeligt mange

retningsvektorer (alle vektorer der er parallelle med <_25> ), er f.eks.

x\ _ (-2 +y =5 x\ (3 +y —10
y) " \s 2 ) % \y) 74 4
ogsa parameterfremstillinger for m.

En parameterfremstilling er i virkeligheden en vektor-ligning hvor koor-
. . X .
dinaterne til retningsvektoren (y) er funktioner af parameteren t. Det

betyder at man ud fra parameterfremstillingen

()= el) - eem
y Yo ry
kan finde de to koordinatfunktioner x(t) og y(t) givet ved

x(t) = xo + ryt og y(t) = yo +ryt .

De to funktioner viser hvordan punktets x- og y-koordinat endrer sig som
funktion af parameteren ¢.

Parameteren ¢ i en parameterfremstilling fortolkes derfor ofte som en tid.
Dvs. efterhédnden som tiden ¢ gar, beveeger punktet (x(¢), y(t)) sig langs
den kurve som parameterfremstillingen angiver.!

Hvis to linjer ikke er parallelle, har de et skeeringspunkt. Koordinatfunktio-
nerne kan her bruges til at bestemme skeeringspunktet mellem to linjer.

Eksempel 4.6 To linjer er givet ved parameterfremstillingerne?
x 3 -1
2 (y)_ (_3)+t(6> CteR
by —4 5
SRCRERE
For linjen [ er koordinatfunktionerne derfor
x1=3+t-(-1) og yI=-3+t-6,
og for m far man

Xm =—4+s-(5) og Ym=1+s-8.

(2)

(1)

Figur 4.3: Punkterne A og B samt linjen m.

'Det er ikke kun linjer der har parameter-
fremstillinger. Der kan stilles parameter-
fremstillinger op for uendeligt mange for-
skellige kurver i et koordinatsystem, f.eks.
cirkler eller parabler.

*Nér man opstiller flere parameterfremstil-
linger, er det vigtigt at parametrene kaldes
noget forskelligt da det ikke drejer sig om
den samme variabel.
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For at finde skeeringspunktet skal man finde den veerdi af t og den veerdi
af s der giver samme punkt nar man seetter dem ind i ligningerne. Dvs. de
veerdier for t og s hvor x; = X, og y; = yp. Det giver to ligninger med to
ubekendte:

3—t=—4+5s (4.2)
—-3+6t=1+38s.

Disse to ligninger kan lgses vha. lige store koefficienters metode. Forleenger
man den gverste ligning med 6, far man

18 — 6t = —24 + 30s
—3+6t=1+38s.

Leegger man disse to ligninger sammen, forsvinder parameteren t; man far
nemlig
15 =-23 + 38s < s=1.

Da man nu kender parameteren s, kan skeeringspunktet beregnes ud fra
parameterfremstillingen for m. Seetter man s = 1 i parameterfremstillingen,

N (4L (5 1
y) \1 8) \9) "
Altsa skeerer de to linjer hinanden i (1, 9).

Hvis man vil bekreefte denne beregning, kan man beregne veerdien af
parameteren t, f.eks. vha. ligningen (4.2). Seetter man s = 1 ind i denne
ligning, far man

3—t=-4+5-1 < 1=2.
Nar man seetter t = 2 ind i parameterfremstillingen for [, far man
X 3 -1 1
()= (5) () =0)
hvilket blot bekreefter at de to linjer skeerer hinanden i (1, 9).

4.2 Linjens ligning

Som bekendt kan linjer ogsa beskrives ved ligninger. En parameterfremstil-
ling for en linje kan derfor altid omskrives til en ligning for linjen. Antag
f.eks. at en given linje [ har parameterfremstillingen

l: (x):<x°>+t7’, teR.
y Yo

Sa kan parameterfremstillingen omskrives til

X=X\ _,—
(y_y()) =tr . (4.3)

Tveervektoren 7 til retningsvektoren 7 stir vinkelret pa linjen. Den er
derfor en normalvektor for linjen. Koordinaterne til denne normalvektor
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kan findes ud fra 7’s koordinater. Nedenfor kaldes koordinaterne blot a
a

b

Hvis man tager skalarproduktet med denne vektor pa begge sider af lignin-

gen (4.3), far man
Rt
Y=Y

men fordi 7 L 7, giver hgjre side 0, dvs. man far
ir\, . (x - Xo) —0 -
Y=Y

(0)-Gm)=0 =

a(x —x0) +b(y —y0) = 0.

og b, dvs. 7=

Der geelder altsa folgende seetning:

En linje som gar gennem punktet (xo, yo) og har normalvektor 7 =

(Z) kan beskrives ved ligningen

a(x = x0) + b(y — ) = 0

der ogsa kan skrives
ax+by+c=0

hvor ¢ = —axy — by,.

Eksempel 4.8 Linjen gennem (3, 1) som har normalvektoren 7’ = (_52>
har ligningen
5x-3)+(=2)(y-1)=0 <
5x—-15-2y+2=0 <
5x-2y—13=0.

Eksempel 4.9 Linjen med parameterfremstillingen

() (5) () e

kan omskrives til en ligning ved forst at finde en normalvektor. Her tages
tveervektoren til linjens retningsvektor, dvs.

—~ (4 _ (-(=3)\ _ (3

- (5)-(")- ()
Linjen gar gennem punktet (—1,5). Linjens ligning er derfor

I: 3x—(1))+4y-5)=0,

som kan reduceres til

l: 3x+4y—-17=0.



’Linjens heeldningskoefficient og skeering
med andenaksen kaldes her a og f for at de
ikke skal forveksles med konstanterne a og
biligningen ax + bx 4+ ¢ = 0.
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Det er vigtigt at bemeerke at tallet a som optreeder i ligningen ax+by+c = 0,
ikke er en hzeldningskoefficient. Hvis b # 0 kan linjens ligning dog omskrives

a ¢
ax+by+c=0 < yEopre g

dvs. linjens haeldningskoefficient er —7. Hvis b = 0 kan denne omskrivning
ikke lade sig gore fordi man som bekendt ikke kan dividere med 0. Erb = 0
har linjens ligning formen

ax+c=0 < X=—-,
a

dvs. linjen er parallel med andenaksen (altsa »lodret«).

Formen ax + by +c = 0 kan altsa beskrive enhver linje i et koordinatsystem,
ogsé de lodrette — hvilket man ikke kan med en ligning pa formen y =
ax + B}

Ud fra ovenstaende argument far man seetningen

Hvis en linje er givet ved ligningen
ax+by+c=0,
hvor b # 0, kan den omskrives til
y=ax+p

hvor @ = —# er heldningskoefficienten, og f = —7 er skaeringen med
andenaksen.
Hvis b = 0, er linjen parallel med andenaksen, og ligningen kan ikke

omskrives til denne form.

Vha. en omskrivning mellem de to former for linjens ligning kan man
komme frem til felgende szetning om ortogonale linjer:

De to linjer [ og m med ligningerne

[: y=a1x+ﬁ1
m: y=ax+pf

er ortogonale netop nar oy = —1.

Bevis

De to ligninger omskrives til formen ax + by 4+ ¢ = 0:
I: aix—y+p1=0
m: ax—y+p=0.

Det ses nu at normalvektorerne for de to linjer er

) = (f“l) og  Tim = (fj) .
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Hvis de to linjer er ortogonale, sa er deres normalvektorer ogsa ortogonale
(se figur 4.4), dvs.

—

I'F[m:0 And

B () -

ajoy +(—1)-(-1)=0 <
oy +1=0 <

a1y = —-1.

Hvis man omvendt ved at oy = —1, kan man udfere ovenstaende om-
skrivning baglens og na frem til at normalvektorerne er ortogonale, og s&
er linjerne det ogsa. n

Eksempel 4.12 Her bestemmes den linje m gennem (8, 1) der star vinkel-
ret pa linjen
I: y=—-4x+3.

Hvis de to linjer er ortogonale, sa er produktet af deres heeldningskoeffici-
enter —1. Kaldes haeldningskoefficienten for m for «, sa geelder der altsa
a-(-49)=-1 &
Da linjen m gar gennem punktet (8, 1), har linjen derfor ligningen
y=3x-8)+1

som reduceres til
m: y= ix -1.

De to linjer og punktet kan ses pa figur 4.5.

4.3 Afstanden fra et punkt til en linje

Hvis man har en linje i planen og et punkt der ikke ligger pa linjen, kan
det veere nyttigt at beregne hvor langt punktet ligger fra linjen. Afstanden
males her altid som den korteste afstand fra punktet til linjen. Der geelder
da felgende seetning:

Afstanden fra punktet P(xy, yp) til linjen ! : ax +by +c=0er

. laxo + byo + cl

dist(P,]) = ——=———

(2.0 Va? + b?

Bevis

Pa figur 4.6 ses linjen [ og punktet P. Samtidig er der indtegnet en normal-
vektor 7 og et tilfeeldigt punkt Q(x1, y1) pa linjen.

Figur 4.4: Hvis to linjer er ortogonale, sa
er deres normalvektorer ogsa ortogonale.

@)

m:oy=1ix—1

Figur 4.5: De to linjer [ og m er ortogonale.

n

P(05 o)

- (1)

Figur 4.6: Afstanden fra punktet til linjen
kan findes som leengden af vektoren QP+.
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Hvis man projicerer vektoren Q—ﬁ pé normalvektoren 77, far man en vektor
QP73 hvis leengde er den sggte afstand. Vha. seetning 3.3 kan man nu beregne
leengden af denne vektor. Man far

dist(P, ) = )QTP} - @ .

| |

(4.4)

Fordi linjen har ligningen ax + by + ¢ = 0, og punkterne har koordinaterne
P(x0, y0) og Q(x1, y1), har man

— a - X0 — X1
" <b> 6 © <yo - y1>
Indseetter man det i ligningen (4.4), far man
X0 — X1 a
Yo—N b
a
b
_ G —x)a+ (yo = y1)bl
Jva% + b?

_ laxo + byy — ax; — by

Nra
Punktet Q(x;, y1) ligger pa linjen, dvs. der geelder

dist(P,]) =

ax; +by; +c=0 < c=—ax; — by,
og derfor bliver afstanden

laxo + by, + |

dist(P,1]) = N

Eksempel 4.14 Afstanden fra punktet P(3, 1) til linjen
I: 5x+12y—-6=0

kan findes vha. seetning 4.13. Koordinaterne xy = 3, yy = 1 og konstanterne
a=5,b=12o0g c = —6 seettes ind i formlen:

I5-3+12-1-6]  [21] 21

ist(P,[) = - _ 2
dist(P,]) V52 + 122 J169 13

Eksempel 4.15 De to linjer

I: 4x-3y+2=0
m: 8x—6y—5=0

er parallelle. Det kan man se fordi de to normalvektorer

— 4 — 8
(2) ()
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er parallelle (77, = 27;). De to linjer ligger altsd med en fast afstand fra
hinanden.

Denne afstand kan ogsé bestemmes vha. seetning 4.13. Det kan geres ved
at finde et punkt pa den ene linje og bestemme afstanden fra dette punkt
til den anden linje (se figur 4.7).

1)

Hvis man setter x = 1, far man for linjen [ at 1

4-1-3y+2=0 < y=2. . , .
Figur 4.7: Afstanden fra [ til m er lig afstan-

den fra et punkt pa [ til m.
Linjen [ gar derfor gennem punktet (1, 2). Dette punkt anvendes i formlen et puna pat i

sammen med konstanterne fra ligningen m, og man far sa
8r1-6-2-5 |9 9

dist ((1;2),m) = 5 oy = 7o 10

9

Afstanden mellem de to linjer er altsa 1;.

4.4 Ovelser

Ovelse 4.1 Ovelse 4.5
Bestem afstanden mellem To linjer I og m er givet ved parameterfremstillingerne
a) A(8,3)og B(2,9), x 1 5
l: = +t- , tER
b) P(—4,0) og Q(5,—7). y 0 -2
Ovelse 4.2 8
Opstil en parameterfremstilling for den linje der har ret- . _8 7
. . - m: = +s- , s€eR
ningsvektor 7 = ( 1 ) og gar gennem punktet P(9, 2). (y) <—4> (1>

a) Bestem skeeringspunktet mellem de to linjer.
Ovelse 4.3

Opstil en parameterfremstilling for den linje der gar

Ise 4.6
gennem punkterne Ovelse

Linjen [ er givet ved parameterfremstillingen
a) A(-5,3) og B(1,9),

b) P(4,7) og Q(5,-3). l: <;> = (;) +t- <_32) , teR.

Ovelse 4.4

; . o a) Bestem en parameterfremstilling for linjen m der
Opstil en parameterfremstilling for den linje der gar

gar gennem P(11,5) og star vinkelret pa [.

b) Bestem skeeringspunktet mellem [ og m.

gennem P(7,2) oghar 0 = <_31

> som normalvektor.
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Ovelse 4.7
Bestem en ligning for linjen gennem P(8, 2) med nor-

malvektor 7 = (_7 4>.

Ovelse 4.8
Linjen [ er givet ved parameterfremstillingen

x -1 3
I: <y) —<4>+t~<6> , teR.
a) Bestem en ligning for linjen m der gar gennem

P(7,0) og star vinkelret pa I.

b) Bestem skeeringspunktet mellem [ og m.

QOvelse 4.9
Omskriv felgende linjers ligninger til formen y = ax+f
hvis det er muligt.

a) 3x—6y+12=0

b) -2x+y—-3=0

c) 4x—20=0

d) 5x=3y+9=0.

Linjer

Ovelse 4.10
Linjen m star vinkelret pa linjen [ der er givet ved lig-
ningen

I: y=4x-5.

a) Bestem heeldningskoeffienten for m.

Linjen m gar gennem punktet (0, 15).

b) Bestem en ligning for m.

c) Bestem skeeringspunktet mellem m og I.

Ovelse 4.11

Bestem afstanden fra punktet P til linjen [ nar
a) P(4,5) ogl: 3x—4y+2=0
b) P(-1,0) og I : 13x+5y—24=0
c) P(9,2) ogl: 5x—2y=6



Cirkler

En cirkel beskrives nedenfor som alle de punkter der ligger pa cirkelperife-
rien. Feelles for alle disse punkter er at de har samme afstand (radius) til ét
bestemt punkt (centrum). Dette kan man bruge til at opstille en ligning for
cirklen:

Cirklen med centrum i C(x, yo) og radius r har ligningen
(e —x0)* +(y—y0)’ =12

Bevis
Cirklen bestar af alle de punkter P(x, y), som har afstanden r til centrum,
dvs. |CP| = r. Men ifelge seetning 4.1 er

ICP| = J(x = x0)2 + (¥ — y0)?

dvs.

JE-x2+G-pP=r o
(x=x)+ (=) =r*. n

Eksempel 5.2 Cirklen med radius r = 5 og centrum i C(4, —1) har lignin-
gen
(x—4)*+(y - (-1))*=5° =
(x-49"+(@y+1)7*=25.
Ligningen kan reduceres yderligere ved at gange parenteserne ud. Man far
sa

X +4 -2 x4+ +1P+2.y-1=25 &
W +16-8x+y +14+2y=25 o
x2+y2—8x+2y—8=0.

Eksempel 5.3 Ligningen
x*+y?P—6x+14y +42=0

er ligningen for en cirkel. Hvis man vil finde centrum og radius for cirklen,
bliver man nedt til at skrive ligningen om sa den far samme form som
ligningen i seetning 5.1.
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Figur 5.1: En linje kan skeere en cirkel 0, 1
eller 2 steder.

Figur 5.2: Afstanden fra centrum til linjen
er storre end radius.
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For at gere det skal leddene x* og —6x skrives om til kvadratet pa en
toleddet storrelse. Det samme geelder for y* og 14y. Hvis x? og —6x kommer
af kvadratet pa en toleddet storrelse, sa er —6x det dobbelte produkt. Det
giver derfor mening at beregne

(x=3)P=x*+3"-2-x-3=x*+9—6x,

Her kan man se at x? — 6x kan omskrives til (x — 3)? — 9. P4 samme made
kan man vise at y? + 14y = (y + 7)? — 49. Derfor kan cirklens ligning
omskrives pa folgende made

ity —6x+14y+42=0
xt—6x+y* +14y+42=0
(x =329+ (y+7)*—49+42=0
(x=3P2+@y+7)?*=16
(x =3+ - (-N) =4*.

L

Nar ligningen nu star pa denne form, kan man direkte afleese at radius er
r = 4, og centrum er C(3, —7).

5.1 Skaeringspunkter mellem cirkler og linjer

En cirkel og en linje kan have 0, 1 eller 2 skeeringspunkter, se figur 5.1. Hvis
cirklen og linjen har preecist ét punkt feelles, er linjen en tangent til cirklen.
Hvor mange skeeringspunkter der er mellem cirklen og linjen, kan man
finde ud af ved at bestemme afstanden mellem cirklens centrum og linjen.
Hvis afstanden fra centrum til linjen er preecis lig med radius, sa er linjen en
tangent. Hvis afstanden er mindre end radius, er der to skeeringspunkter, og
hvis afstanden er storre end radius, er der ingen skeeringspunkter mellem
cirklen og linjen.

Eksempel 5.4 Her bestemmes det om der er skeeringspunkter mellem
linjen med ligningen
3x—-2y—-7=0

og cirklen med ligningen

(x+1)*+(y-2°¢=09.

Cirklens centrum er C(—1,2) og dens radius er r = /9 = 3. Afstanden fra
centrum til [ er

3-(=1)—2-2—-7] [-14] 14

JFr(2f V1B 3

Da afstanden fra centrum til linjen er storre end radius, har linjen og cirklen
ingen skeeringspunkter (se figur 5.2).

dist(C,I) =

3,88 .

Eksempel 5.5 Linjen med ligningen

x—=3y+2=0
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og cirklen med ligningen
(x—1)*+(y—-4)*=25

har to skeeringspunkter. Det ses af at afstanden fra cirklens centrum C(1, 4)
til linjen er

1-1-3-4+2[  |-9] 9

dist(C.) = JE+ (32 J1+9 0 V10

~ 2,85

som er mindre end cirklens radius r = /25 = 5 (se figur 5.3).

Eksempel 5.6 Linjen og cirklen i eksempel 5.5 skeerer hinanden to steder.
Her bestemmes de to skeeringspunkter (se figur 5.3).

Forst omskrives linjens ligning
x—3y+2=0 < x=3y—-2.
Denne veerdi for x seettes ind i cirklens ligning som bliver til
By-2-172+(y—-4°=25.

Dette er en andengradsligning. Man kan lgse den vha. et CAS-veerktej

hvorved man far
13

=0 V =—.
y Y=

De to skeeringspunkter har disse veerdier af y. Veerdien af x kan beregnes
ud fra linjens ligning:

13 13 39 10 29
y=—: xX=3-——2=———=—.
5 5 5 5 5
Linjen skeerer altsé cirklen i de to punkter (-2, 0) og (%; % .

Hvis en linje er givet ved en parameterfremstilling, kan man ikke uden
videre beregne afstanden fra linjen til en cirkels centrum. Er man interes-
seret i dette, skal man altsa forst skrive parameterfremstillingen om til en
ligning (se eksempel 4.9).

Men er man blot interesseret i skeeringspunkterne mellem linjen og cirklen
er dette ikke nedvendigt. Her kan man i stedet udnytte parameterfremstil-
lingens koordinatfunktioner.

Eksempel 5.7 Hvis en linje er givet ved parameterfremstillingen

G)= () (5) vem

og en cirkel er givet ved ligningen

(x—2P%+(@y-17~=18,

20

Figur 5.3: Afstanden fra centrum til linjen
er mindre end radius.
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kan man finde skeeringspunkterne ved at seette linjens koordinatfunktioner
x=3+2t og y=5-—t

ind i cirklens ligning. De to udtryk for x og y settes ind i ligningen:

— —~_
GB+2t-2P+(5B-t-1)%=18
(1+20)%+(@-1)? =18
1+4t% +4t+16+1°—8t =18
562 — 4t +17 = 18

562 —4t—1=0.

L

Loser man ligningen vha. et CAS-veerktej, finder man lgsningerne

Man ved altsa nu at der er to skeeringspunkter idet de to lesninger er de
veerdier af parameteren t der svarer til skeeringspunkterne. For at finde
punkterne skal man seette disse veerdier af ¢ ind i linjens parameterfrem-

stilling:
x 3 2 2
== ()= (4)- (1)
t=1: () =(2)+1- (%) =(>
o \y) s -1) \4)"~
Linjen skeerer altsa cirklen i punkterne (?, 25—6) og (5,4).

5.2 Cirkeltangenter

En tangent til en cirkel er en linje der kun har ét punkt fzelles med cirklen.
Dette punkt kaldes roringspunktet. Derudover vil en tangent til en cirkel
altid sta vinkelret pa linjen gennem centrum og reringspunktet.

Som omtalt ovenfor kan man bestemme om en given linje er en tangent ved
at beregne afstanden fra linjen til cirklens centrum. Afstanden fra centrum
til en tangent er nemlig lig med radius. Alternativt kan man bestemme om
en linje givet ved en parameterfremstilling er en tangent ved at bestemme
antallet af skeeringspunkter (se eksempel 5.7).

I de folgende eksempler vises hvordan man kan konstruere bestemte tan-
genter hvis man kender enten et punkt eller en heeldning.

Eksempel 5.8 Punktet P(5,—7) ligger pa cirklen givet ved ligningen
(x =2+ (y+3)*=25.

Her bestemmes en ligning til den tangent til cirklen der har dette punkt
som reringspunkt.
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Cirklens centrum er C(2, —3). Den segte tangent star vinkelret pa linjestyk-
ket CP, dvs. vektoren CP kan bruges som normalvektor for linjen:

- () (2

Da man nu kender et punkt, P(5,—7), som linjen gér igennem, og en nor-
malvektor, CP, kan linjens ligning skrives op vha. setning 4.7:

3x=5)+(4)-(y-(C7=0 <
3x —4y—43=0.
Cirklen og tangenten kan ses pa figur 5.4.

Eksempel 5.9 Her bestemmes reringspunkterne for de tangenter til cirk-
len
(x—2P%+(y—-1)7*=25

der er parallelle med linjen / med ligningen

l: 4x—3y+30=0.
Cirklen ma have to tangenter der er parallelle med den givne linje. En linje
gennem de to reringspunkter ma ga gennem centrum og sta vinkelret pa

linjen I. Idet den stér vinkelret pa I, kan man finde en parameterfremstilling
for linjen ved at bruge en normalvektor for / som retningsvektor. Dvs.

Man ved at linjen gennem reringspunkterne gar gennem centrum C(2, 1).
Dette punkt giver sammen med retningsvektoren parameterfremstillingen

()= ()=o) vex

Skeeringspunkterne mellem denne linje og cirklen vil veere de sogte rorings-
punkter (se figur 5.5). Disse skeeringspunkter kan bestemmes pa samme
made som i eksempel 5.7 vha. linjens koordinatfunktioner

x=2+4t og y=1-3t

som seettes ind i cirklens ligning:

@C+4t-2°+1-3t—1)7% =25 N
(4t)* + (=3t)* = 25 o

16t% + 9% = 25 o

25¢2 = 25 o

2 =1 <

t=-1 Vv t=1.

Figur 5.4: Cirklens tangent gennem det giv-
ne punkt P(5,-7).

1

Figur 5.5: Reringspunkterne for de cirkel-
tangenter der er parallelle med linjen [.



[ cos(t)
o " sin(t)

Figur 5.6: Parametrisering af cirklen med
radius r og centrum (0; 0).
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De to veerdier af parameteren t kan nu seettes ind i parameterfremstillingen,

e e )
(-G )

De to tangenter der er parallelle med [, rerer altsa cirklen i punkterne
(—2,4) og (6, —2). Hvis man vil finde ligningerne for tangenterne, kan dette
gores pa samme made som i eksempel 5.8.

5.3 Cirklens parameterfremstilling

Som afslutning pa dette kapitel vises hvordan cirkler ogsa kan beskrives
ved parameterfremstillinger.

Vektoren med leengde r og retningsvinkel ¢ har koordinaterne r - <Zfr?§tt)) >

Denne vektor er stedvektor for et punkt pa cirklen med radius r og cen-
trum i (0,0). Hvis vinklen ¢t lgber fra —180° til 180°, fir man beskrevet
alle punkterne pa cirkelperiferien. Dvs. denne cirklen kan beskrives ved
parameterfremstillingen

x cos(t) . .
<y> =r- (sin(t)) , —180°<t<£ 180" .

Skal man udlede en parameterfremstilling for en cirkel med centrum i
(x0, o) 1 stedet for (0, 0), skal man blot leegge retningsvektoren for dette
punkt til parameterfremstillingen, og man far derved den felgende setning.

Cirklen med centrum i C(xy, o) og radius r kan beskrives ved parame-
terfremstillingen

()= () + (50 o <o

Dette er ikke den eneste mulighed for en parameterfremstilling for cirklen.
I virkeligheden vil enhver parameterfremstilling af typen

x\ (%o r cos(wt)
(y) B <y0> + <r sin(wt))

kunne bruges. En parameterfremstilling som denne bruges til at beskrive
et punkt der beveeger sig rundt i en jeevn cirkelbeveegelse. Storrelsen af
konstanten o heenger sammen med hvor hurtigt punktet beveeger sig rundt
pa cirklen.
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Qvelse 5.1
Opstil en ligning for cirklen med centrum i C og radius
r, nar
a) C(1,4)ogr=2
b) C(0,6)o0gr =7
c) C(-3,7)ogr=1
Ovelse 5.2

Bestem centrum og radius for cirklerne givet ved fol-
gende ligninger:

a) x*+y*—6x+4y=23

b) x?+y*+2x=24

c) x?+y*+8x+4y =61
Ovelse 5.3

Bestem antallet af skeeringspunkter mellem linjen / givet
ved ligningen

l: 4x-7y+8=0
og cirklen givet ved ligningen
(x—1)*+(y -5 =16.

Ovelse 5.4
Bestem skeeringspunkterne mellem linjen [ givet ved
ligningen

I: x+y=6

og cirklen givet ved ligningen

(x =3P+ (x—2P°=13.
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Qvelse 5.5
Bestem skeeringspunkterne mellem linjen [ givet ved
parameterfremstillingen

) () () e

og cirklen givet ved ligningen
(x+1)°+(y—4)°=25.

Ovelse 5.6
Cirklen med ligningen

(x—2+(y-37%=25
gar gennem de tre punkter A(—2, 6), B(2, 8) og C(7, 3).

a) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i hver
af disse punkter.

Ovelse 5.7
Cirklen med ligningen

(x =572+ +1)7*=169,

har to tangenter der er parallelle med linjen med lignin-
gen
—12x+5y+10=0.

a) Bestem roringspunkterne for disse tangenter.

b) Bestem en ligning for hver af tangenterne.






Trekanter

En trekant kan beskrives ud fra de tre punkter der udger hjernerne i
trekanten. Trekanten ABC er saledes den trekant der har hjerner i de tre
punkter A, B og C. Den side i trekanten der gar fra punkt A til B, kan sa
kaldes AB. Leengden af siden AB betegnes med |AB|.

Det er her veerd at bemeerke at |AB| = ‘@ , altsa at leengden af siden

AB er det samme som leengden af vektoren fra A til B. Hvis man kender
koordinaterne for de tre punkter A, B og C, kan man altsa beregne sidernes
leengder.

I en trekant er der tre vinkler. Storrelsen af disse kan ogsa beregnes ud fra
vektorer. Forst vil vi dog se pa nogle - forhabentligt velkendte — egenskaber
ved trekanter.

Summen af vinklerne i en trekant er 180°:

u+v+w=180".

Fra hvert hjerne i en trekant kan man tegne folgende tre linjer:

Medianen som er en linje fra en vinkelspids til midten af den modstaende
side.

Vinkelhalveringslinjen som géar fra en vinkelspids til den modstaende
side, sddan at den halverer vinklen.

Hojden der gar fra en vinkelspids vinkelret pa den modstaende side. Hvis
trekanten er stumpvinklet,! kan hgjden ligge uden for trekanten.

Disse tre typer af linjer er illustreret pa figur 6.1.

En hejde star som sagt vinkelret p& den modstaende side. Den side som hgj-
den star vinkelret pa, kalder man grundlinjen,? og den kan bruges sammen
med hejden til at beregne en trekants areal.

Der geelder folgende meget kendte seetning om sammenhzangen mellem en
trekants areal, dens hejde og grundlinje:

51

'En trekant kaldes stumpvinklet hvis en af
vinklerne er stump, dvs. sterre end 90°.

?Da en trekant har tre hejder, sa er der der-
for heller ikke én grundlinje. Hvilken side
man veelger at kalde grundlinje, atheenger
af hvilken hgjde man veelger at se pa.



Figur 6.1: Hvert hjerne i en trekant har til-
knyttet en median, en vinkelhalveringslinje
og en hgjde. Bemeerk at en hejde kan ligge
uden for trekanten.

C

N

AC BC
A /d AB B

Figur 6.2: Sider og vinkler i ~ABC.

A B
c

Figur 6.3: ~ABC hvor sideleengderne be-
neevnes a, b og c.
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N N

(a) Median m. (b) Vinkelhalveringslinje, v.

(c) Hejde, h. (d) Hejde der falder uden for trekanten.

Arealet T af en trekant er det halve af en af hgjderne ganget med den
leengden af den tilherende grundlinje:

6.1 Notation

Nar man skal tale om siderne og vinklerne i en trekant, er det vigtigt at
man har en notation som entydigt forklarer hvad man taler om.

Man folger den konvention der er illustreret pa figur 6.2: Den vinkel der
ligger ved punktet A, kaldes ZA osv., og siderne benzvnes ved de punkter
de gar mellem.

Nogle gange benavner man ogsa sidernes leengder ud fra det punkt de
ligger overfor. Leengden af siden over for punkt A benzevnes sa med a osv.,
sadan at

a=|BC|, b=IAC|, c=|AB|.

Dette ses pa figur 6.3.

Notationen hvor man bruger sma bogstaver som navne til sideleengderne,
duer i princippet kun hvis man har én trekant at kigge pa. Hvis man har
en mere kompliceret figur med flere punkter end tre, kan der nemlig veere
flere sider der kan siges at ligge over for et bestemt punkt — notationen
med sma bogstaver bliver da ikke leengere entydig. I den situation vil det
veere fornuftigst skrive sideleengderne som |AB|, |BC| osv.

Hvis man har en figur med mere end tre punkter, kan der ogsa nogle gange
opsta en situation hvor det ikke er entydigt at bensevne en vinkel med ét
bogstav, f.eks. ZA. I disse situationer bensevner man i stedet en vinkel vha.
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3 bogstaver. ZCAD er f.eks. den vinkel man far tegnet op nar man tegner
fra punkt C til punkt A til punkt D (se figur 6.4).

6.2 Ensvinklede trekanter

To trekanter hvor vinklerne er parvis lige store, kaldes ensvinklede, dvs.

Definition 6.3
Huvis der for to trekanter ABC og A’B’C’ geelder at

/A =/A, /B =/B og /C'=/C,

sa kaldes de to trekanter ensvinklede.

Hvis to trekanter er ensvinklede, vil den ene veere en forsterret eller for-
mindsket kopi af den anden. Der geelder folgende seetning.

Hvis ~ABC og ~A’B’C’ er ensvinklede med
LA = /A, /B =/B og /C =/C,

s& er forholdet mellem lzengderne af de ensliggende®sider ens, dvs.

Eksempel 6.5 Hvis ~ABC og ~DEF er ensvinklede, sadan at
LA=/D, /B=U/E, oglC=/.F,

og man tillige ved ata = 2, b = 3, e = 9 og f = 12, sd kan man beregne de
resterende sideleengder.

Forst tegner man en skitse (den behover ikke veere malfast) for at fa et
overblik:

A&
D
Figur 6.4: ZA kan veere 3 forskellige vink-

ler pa denne figur; derfor kalder man den
markerede vinkel ZCAD.

3To sider er ensliggende nir de ligger mellem
to ens vinkler.



Figur 6.5: I en ligebenet trekant er to af
siderne lige lange, i en ligesidet er alle sider
lige lange, og i en retvinklet trekant er den
ene vinkel ret.

hypotenuse
katete

katete

Figur 6.6: Siderne i en retvinklet trekant.
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Herefter ser man pa forholdet mellem de ensliggende siders leengder. I dette

tilfaeelde er
d e f

a b ¢

Indseetter man de kendte veerdier, far man

9 12
2 3 ¢
Dyvs.
d 9
_= - =1 d:72:6,
2 3
og
9 12 c 3 3
3 c 12 9 9

Nu kender man altsa alle sideleengderne i de to trekanter.

6.3 Retvinklede trekanter
Der findes tre typer af trekanter som det er vigtigt at kende navnene pa.

Det er ligebenede trekanter, ligesidede trekanter og retvinklede trekanter.
Disse er illustreret pa figur 6.5.

JANYA

) En ligebenet trekant ) En ligesidet trekant. (c) En retvinklet trekant.

I en retvinklet trekant har siderne ogsa specielle navne. Den side der ligger
over for den rette vinkel, kaldes hypotenusen, mens de to andre sider kaldes
kateter (se figur 6.6).

For retvinklede trekanter geelder der folgende seetning.

I en retvinklet trekant ABC hvor ZC er den rette vinkel, geelder der at

a? +b*=c? .

Hvis man i stedet for at referere til en konkret trekant ABC bruger de navne
siderne i en retvinklet trekant har, kan Pythagoras’ seetning ogsa udtrykkes
pa felgende made:
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I en retvinklet trekant er summen af kvadraterne pa kateterne lig
kvadratet pa hypotenusen,*dvs.

(forste katete)2 + (anden katete 2= (h otenusen)2 .
yp
*Kvadratet pa ... betyder »opleftet i 2. po-

tens«. Kvadratet pa a betyder f.eks. a*.
Eksempel 6.8 Hvis man om en retvinklet trekant ved at den ene katete
har leengden 5, og hypotenusen har leengden 13, kan man beregne leengden
af den sidste katete vha. Pythagoras’ seetning.

Leengden af den sidste katete kan man kalde x. Seetter man de oplyste
veerdier ind i Pythagoras’ seetning, far man ligningen

52 4 x2 =132,

Dvs.
x> =132-52=169—25=144 .

Leengden af den sidste katete er sa

x =144 =12.

Tegner man en vilkarlig retvinklet trekant, kan man se hypotenusen som
en vektor ¢. Dette kan sammenlignes med den samme retvinklede trekant
hvor sideleengderne kaldes a, b og ¢ (se figur 6.7). Denne sammenligning
giver de to ligninger

a=c-sin(£A) og b=c-cos(LA).
Disse kan omskrives til

sin(ZA) = a og cos(LA) = k .
c c

Ud fra dette kan man ogsa finde en formel for tan(£A) idet

sin(ZA a/b a c a
cos(LA) ¢/ ¢ ¢ b b
Alt dette kan opsummeres i folgende seetning:
B Figur 6.7: En vektor kan afbildes som hy-
potenusen i en retvinklet trekant. Heraf kan
c man udlede en sammenheeng mellem sider-
¢y =[] sin(v) a=c-sin(£LA) nes leengder og hhv. cos og sin til vektorens

retningsvinkel.

-

A
¢ =[] cos(v) b =c-cos(LA)

(a) Vektor ¢ som hypotenuse. (b) Sideleengder a, b og c.
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I en retvinklet trekant ABC hvor ZC er den rette vinkel, er
sin(ZA) = a , cos(LA) = b og tan(ZA) = % .
c c

Nu er det jo ikke alle trekanter der hedder ABC. Seetning 6.9 skrives derfor
ogsa nogle gange op pa felgende méde:

I en retvinklet trekant hvor v er én af de spidse vinkler, er

modstaende katete

sin(v) = hypotenusen
cos(v) = hosliggende katete
hypotenusen
tan(v) modstaende katete
an(v) = .
§ hosliggende katete
< g
0\)5 @
ﬂQoy‘e g Betegnelserne »modstaende« og »hosliggende« katete henviser til om
& g kateten ligger over for (modstaende) eller op til (hosliggende) vinklen. Se
% ogsa figur 6.8.
v =
[]s

Vha. formlerne i seetning 6.10 er det muligt at beregne alle sider og vinkler
i en retvinklet trekant hvis blot man kender mindst én side og enten en af

Figur 6.8: Sidernes navne i forhold til den de spidse vinkler eller en side mere.
spidse vinkel v.

Hosliggende katete til v

Eksempel 6.11 I en retvinklet trekant DEF er /D = 30° og |[EF| = 7. En
skitse af trekanten ser saledes ud:

30°

Siden EF er den modstaende katete til ZD, og DE er hypotenusen, sa ifelge
seetning 6.10 er

7
sin(30°) = ——;
(30°) DE|
Denne ligning leses, og man far
7
|DE| = — =14.
sin(30°)

Den sidste side kan nu bestemmes vha. Pythagoras’ seetning, og den sidste
vinkel bestemmes ud fra at vinkelsummen i en trekant er 180°.

Eksempel 6.12 Hvis man skal bestemme leengden af kateten DF i trekan-
ten fra eksempel 6.11, kan dette gores ved at benytte tangens.
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Siden DF er den hosliggende katete til 2D, og EF er den modstaende. Man
far sa ifelge setning 6.10 at

7
tan(30°) = ——;
(30) DF]
Loser man denne ligning, far man
DF| = =12,1.
IDF| tan(30°)

6.4 Arealet af en trekant

I dette afsnit og det nzeste anvendes vektorgeometri til at udlede nogle
seetninger om trekanter. Forst ses pa hvordan determinanten af to vektorer
kan bruges til at bestemme en trekants areal.

Hvis en trekant har hjerner i punkterne A, B og C, vil dens areal veere
halvdelen af arealet af det parallelogram der er udspeendt af vektorerne
AB og AC. Man kan derfor ud fra seetning 3.15 komme frem til folgende
setning, der omhandler arealet af trekanter:

Trekanten med hjerner i punkterne A, B og C har arealet

T = %‘det (E,E)’ .

Eksempel 6.14 En trekant har hjerner i punkterne A(-1,3), B(0,5) og
C(7,2). Arealet af denne trekant kan bestemmes vha. seetning 6.13.

Forst beregnes koordinaterne til vektorerne AB og AC. Man far
—  [(0-(-D) _ (1
#=(5)= ()
— (7T-(1)\ (8
(58

Arealet af trekant ABC kan nu beregnes:

1 8

T=}ldet (AB,AC)| =4, °

1 1 1 2.8 1 17 17
H 2 | . ( ) : | 2 | | .
Arealet af trekant ABC er altsé *127.

Seetning 6.13 giver i kombination med definition 3.14 at arealet af en trekant
ABC er
T = % ‘det (A_B, A—C:)) = % )A—é‘ ‘A_C:‘ |sin(v))| , (6.1)

hvor v er vinklen fra AB til AC. Hvis trekantens sideleengder kaldes a, b og
¢, kan (6.1) omskrives til folgende seetning:



Figur 6.9: En trekant med to kendte sider
og én kendt vinkel.
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Arealet af trekanten ABC er givet ved

T = %bcsin(LA) .

Formlen i seetning 6.15 siger at en trekants areal kan beregnes ud fra to sider
og den mellemliggende vinkel. Formlen kan derfor skrives pa 3 forskellige
mader, atheengig af hvilken vinkel, man tager udgangspunkt i:

T = %b csin(ZA)

T = %a ¢ sin(£B)

T = %a bsin(£C)
6.5 Sinusrelationerne

Vha. seetning 6.15 kan man udlede folgende seetning.

I en trekant ABC geelder der O
sin(ZA) _ sin(£B) _ sin(£C)
a b ¢
og
a b c

sin(ZA) _ sin(/B) _ sin(Z/C)

Bevis
Som neevnt ovenfor kan formlen i seetning 6.15 skrives som tre formler for
arealet af den samme trekant. Der ma derfor geelde at

%-b-c-sin(éA)z%-a-c-sin(éB)z%-a-b-sin(éC).

I denne dobbeltligning kan man dividere med % -a-b-cpaalle »sider«, og
man far sa

2 2

1 1 1

%-b-c-sin(éA) 3 1.a-c-sin(£B) 3 1.a-b-sin(£0)

Nu forkorter man sa meget som muligt, og tilbage star der

sin(ZA) _ sin(£B) _ sin(£C)
a - b B c

hvorved seetningen er bevist. |

Sinusrelationerne siger at forholdet mellem sinus til en vinkel og leengden
af den side der ligger over for vinklen, er konstant i en given trekant. Hvis
man kender en vinkel og en leengden af siden overfor i en trekant, og man
kender en vinkel eller en sideleengde mere, er det derfor muligt at beregne
resten af sideleengderne og vinklerne i trekanten.


https://www.geogebra.org/m/wwqte6sm
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Eksempel 6.17 1 2ABC er ZC = 47°,a = 5 og ¢ = 8. En skitse af trekanten
kan ses pa figur 6.9.

Iflg. sinusrelationerne (seetning 6.16) er

sin(ZA) _ sin(£C)

a c
dvs.
in(ZA in(47° in(47°
sin(24) _ sin@7) - gnzay = ST o s
5 8
Derfor er

/A =sin"1(0,4571) = 27,2° .

Vinklen /B kan nu bestemmes ud fra at vinkelsummen er 180°, og den
sidste side kan s& ogsa bestemmes vha. sinusrelationerne (se evt. naste
eksempel).

Eksempel 6.18 I ~ABC er LA = 62°, ZB = 34" og b = 7. En skitse kan
ses pa figur 6.10.

Ifelge sinusrelationerne er A
a b 34
sin(ZA) - sin(/B) ’
dvs.
a 7 .
sin(62") = Sn(34) < a= M -sin(62°) = 11,1 .
Den sidste vinkel kan beregnes ud fra at vinkelsummen er 180°, og den A 62 C

sidste side kan bestemmes pa samme made som siden a.

Figur 6.10: En trekant med to kendte vink-
ler og én kendt side.
Sinusfelden

Det viser sig at man skal veere en smule papasselig nar man bestemmer
vinkler vha. sinusrelationerne. Funktionen sin~! som man bruger til at
isolere vinkler med, giver nemlig altid et resultat mellem —90° og 90°; men
i en trekant kan en vinkel veere op til 180° — og det viser sig at for en given
sinus-veerdi findes der to vinkler der kan give denne veerdi.

Figur 6.11 viser enhedsvektoren € med retningsvinkel v og enhedsvekto-
ren €, med retningsvinkel 180° — v. Figuren viser at de to enhedsvektorer
har samme andenkoordinat, dvs.

— —

) €1
sin(180° — v) = sin(v) . \1%/
1

Ud fra dette kan man argumentere for at nar man har ligningen sin(v) = y,
sa kan der veere to lesninger. De to lesninger er

Figur 6.11: To vinkler med samme sinus.

v =sin"'(y) og v = 180" —sin (y) . Q


https://www.geogebra.org/m/vsrdkk59
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Eksempel 6.19 I trekant ABC er ZA =56°,a =7 og b = 8. Vha. sinusre-
lationerne kan man beregne /B idet

sin(£B) _ sin(ZA)

b a
Dette giver ligningen
sin(/B sin(56° sin(56°

(£B) _ sin(56) - sin(/B) = ( )-8=0,9475.

8 7 7
*Der findes to losninger til en ligning som  Denne ligning har to lesninger, den ene er’
sin(£/B) = 0,9475, netop fordi sin(71,3°) =
sin(108,7°) s& begge disse vinkler lgser lig- /B = sin_1(0,9475) =713,

ningen.
og den anden er

/B = 180" — sin"1(0,9475) = 108,7° .

Trekant ABC kan altsa se ud pa to forskellige mader:

Hvis man bliver bedt om at bestemme de resterende sider og vinkler i ~ABC
bliver man altsa nedt til at regne pa to forskellige trekanter. Der findes
derfor ikke én men to lgsninger, og den ene er ikke mere rigtig end den
anden.

Selvom ligningen sin(v) = y altid har to lesninger, er det ikke sikkert at
begge lesninger giver mening. Dette ses i neeste eksempel.

Eksempel 6.20 Her ses pa trekanten ABC, hvor ZA = 45°,a = 15 og
b = 12. Sinusrelationerne giver

sin(/B) _ sin(ZA)
b B a

hvorfra man far ligningen

sin(£B) _ sin(45°) sin(45°)

o sin(Z/B) =
12 15 ( )

-12 = 0,5657 .
Denne ligning har to lesninger,
/B = sin"1(0,5657) = 34,4°

og
/B = 180" — sin"1(0,5657) = 145,6° .
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Den sidste losning (/B = 145,6°) er godt nok en lgsning til ligningen
sin(£B) = 0,5657, men det er ikke en lgsning der giver mening. Vinkel-
summen i en trekant er nemlig 180°, og der er i forvejen en vinkel pa 45°.
Sa kan der ikke ogsa veere en vinkel pa 145,6° i trekanten, og denne lgsning
kasseres derfor.

Altsa er der kun én mulig sterrelse vinklen kan have, nemlig /B = 34,4°.

6.6 Cosinusrelationerne

Sinusrelationerne kan bruges i de tilfeelde hvor man kender en vinkel og en
side der ligger over for hinanden. Ger man ikke det, kan man kun beregne
yderligere sideleengder og vinkler ved at benytte cosinusrelationerne.

I en trekant ABC geelder der at

B2 4 2 — g2

a? =b*+c*—2-b-c-cos(LA) cos(éA):#
b-c

2402 _p2

b2:a2+c2_2‘a‘C'COS(AB) COS(ZB):azci
‘a-c

22 _ 2

*=a*+b*—2-a-b-cos(£C)  cos(LC) = %
-a-

Formlerne pa hgjre side i seetning 6.21 er blot en omskrivning af formlerne
pa venstre side.

Hvis man ser nermere pa formlerne pa venstre side, bemarker man at
alle tre formler gor det muligt at beregne en sideleengde hvis man kender
vinklen overfor og leengden af de to andre sider. Indholdet i alle tre formler
er altsa pa sin vis det samme, sa det er kun nedvendigt at bevise den ene af
dem.

Bevis
Trekanten ABC er udspeendt af vektorerne AB og AC. Der geelder tillige
(pga. indskudsseetningen) at

BC=BA+AC=-AB+AC = AC - AB .

—2
Idet a* = ‘BC , kan man finde et udtryk for a? ved at regne pa vektoren

—

BC. Hvis man anvender regnereglerne fra seetning 3.13 og ligning 3.8, far
man

5| = |ac - 3B = (AC - AB) - (AC - 4B)
=\Azr+\z§f_z.zé.@
:\zc’f+\Ef-z.\rc|.)@\.cosm)
=b2+c?—2-b-c-cos(LA)

hvorved setningen er bevist. ]



A

Figur 6.12: Trekant hvor man kender to

sider og en mellemliggende vinkel.
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Cosinusrelationerne kan bruges til at beregne en leengde af en side hvis
man kender de to andre sideleengder i en trekant samt vinklen overfor.
Dette svarer til formlerne pa venstre side i seetning 6.21.

Alternativt kan man bruge cosinusrelationerne til at beregne en vinkel
hvis man kender leengden af alle tre sider i en trekant — dette svarer til
formlerne pa hejre side i seetningen.

Eksempel 6.22 I trekant ABC er ZC = 39°,a = 7 og b = 10. En skitse af
trekanten kan ses pa figur 6.12.

Sideleengden ¢ kan beregnes vha. en cosinusrelation. Iflg. seetning 6.21 er
=a?+b*—2-a-b-cos(LC)=7%+10°—2-7-10- cos(39°) = 40,20

hvilket betyder at
¢ = 40,20 = 6,3 .

Da man nu kender lezengden af alle siderne, kan én af de sidste to vinkler
ogsa bestemmes vha. en cosinusrelation (se naeste eksempel). Alternativt
kan man bestemme en af de sidste to vinkler vha. sinusrelationerne.

Eksempel 6.23 I dette eksempel ses pa en trekant ABC, hvora =3,b =6
og ¢ = 4 (se figur 6.13). Iflg. cosinusrelationerne kan ZA beregnes ud fra

B formlen
- - b +c*—a> 6% +4%—3?
c=4 a=3 cos(LA) = = = 0,8958 .
2bc 2:6-4
A C
b=6 o
Heraf far man
Figur 6.13: Trekant, hvor man kender alle LA = COS_1(0,8958) =264".
sider.
De resterende vinkler kan beregnes pa samme made.
6.7 Ovelser
Ovelse 6.1 Ovelse 6.4
Bestem arealet af trekanten PQR, nar [PQ| = 6 og De to trekanter pa figuren er ensvinklede.
hg = 3.
Ovelse 6.2

Arealet af trekant ABC er 28, og he = 7.

a) Beregn |AB|.

Avelse 6.3

CI
C
b=6 ;; a =45
A B A B
c=4 =6

Arealet af trekant ABC er 12, og |BC| = 6.

a) Bestem hgjden hy.

a) Bestem sideleengderne a og b’.
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Ovelse 6.5

De to trekanter ABC og DEF er ensvinklede, saledes at
LA = /D og /B = ZE. Der geelder yderligere, at a = 5,
b=7e=150g f = 18.

a) Bestem de manglende sideleengder.

Ovelse 6.6
Pa figuren nedenfor er AC og DE parallelle. Nogle af
maélene er angivet pa figuren.

12
a) Bestem |AD|.

Ovelse 6.7

Trekant ABC er retvinklet, og ZC er den rette vinkel.
a) Bestemc,nara=3o0gb =4.
b) Bestem a, narb =5 ogc = 13.

Ovelse 6.8

Trekant BLT er retvinklet, og ZL er den rette vinkel.
a) Opskriv Pythagoras’ seetning for denne trekant.
b) Bestem b, narl =43 ogt = 2,9.

Avelse 6.9

Den retvinklede trekant DEF er afbildet nedenfor. Nogle
af trekantens mal kan ses pa figuren.

a) Bestem den manglende vinkel og de manglende
sideleengder i trekant DEF.

b) Bestem trekantens areal.

Ovelse 6.10

Bestem de manglende vinkler samt leengden af den sid-
ste katete i en retvinklet trekant hvor leengden af den
ene katete er 3, og leengden af hypotenusen er 7.

63
Ovelse 6.11
P& figuren nedenfor er |DE| = 6, |BC| = 9 og |BD| = 5.
B
5
D
9
6
A L] e
E

a) Bestem |AD| og |AE|.
b) Bestem ZA og ZB.

Ovelse 6.12

Bestem arealet af trekant ABC nara = 3, b = 5 og
LC =72,

Ovelse 6.13
Bestem arealerne af trekanterne herunder.

6,6
4,3 2,9
3,5
30° 113
5,7 4,4
Ovelse 6.14

I trekant ABC er ZA = 26°, /B = 95° og |BC| = 4,0.
a) Bestem de manglende sider og den manglende

vinkel i trekanten.

b) Bestem arealet af trekanten.

Ovelse 6.15
Bestem de manglende sterrelser i trekant ABC i de fire
tilfeelde herunder. Husk i hvert tilfzelde at overveje om
der er mere end én lgsning.

a) /JA=34,a=10,b=5.

b) £ZB=69,/C =71°,a=4,7.

¢) ZB=106,b=5,c =62

d LA=62°,/B=179,c=383.

Ovelse 6.16
I trekant ABC er ZA = 32°, ¢ = 4,7, og medianen fra B
har leengden mp = 6,1.

a) Bestem b.

b) Bestem trekantens areal.

Ovelse 6.17
Bestem de manglende vinkler og sider i trekant ABC i
de fire tilfeelde herunder.
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a) a= 5, b — 7, ZC = 49°. Qvelse 6.19
I trekant ABC er ZA = 126°, |AB| = 6 og hejden fra C
b) a=3,b=2,¢c=4. er hc = 5.

c) b=4,c=7LA=112".
d) a=9,b=5,¢c=7.
Ovelse 6.18

Trekant ABC har hjerner i punkterne A(-2, 3), B(0,7)
og C(4,1).

a) Bestem sideleengderne og vinklerne i trekanten.

b) Bestem trekantens areal. a) Bestem trekantens areal.

b) Bestem leengden af AC.

c) Bestem |BC| samt /B og /C.

c) Bestem hgjden h¢ fra C pa siden AB.
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