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Hvad er en funktion?

Inden for matematikken kan en funktion forstas som en formalisering af
ideen om variabelsammenheaenge. Hvis veerdien af variablen y afheenger
af variablen x, sa siges y at veere en funktion af x. Det betyder at alle de
mulige veerdier af x knyttes til preecist én veerdi af y som er det tal man far,
nar man sender tallet x gennem funktionen.

Funktioner symboliseres ofte med en maskine hvor man putter x’er ind i
den ene ende, og sa kommer de tilsvarende y’er ud i den anden ende (se
figur 1.1).

Mere formelt kan man sige, at en funktion er en relation der angiver en
sammenheeng mellem elementerne i en meengde X og elementerne i en
anden Y, sadan at der til hvert element x € X svarer preecist ét element i
f(x) € Y. Man siger at elementet f(x) er afbildningen af elementet x.!

Den nemmeste made at visualisere en funktion er at tegne dens graf. Grafen
for en funktion bestar af alle de punkter (x, y) hvor y = f(x). Grafen tegnes
ved at man afseetter alle disse punkter i et koordinatsystem. Ud for hver
veerdi af x afseetter man altsa et punkt (x, y). Idet hver veerdi af x svarer til
én og kun én veerdi af y, kan man direkte se pa en kurve om den er grafen
for en funktion. Hvis en kurve er graf for en funktion, vil alle lodrette linjer
i koordinatsystemet hgjst ramme kurven én gang (se figur 1.2).

Der er en entydig sammenhaeng mellem en funktion og dens graf. Men
man kan sjeeldent visualisere hele grafen for en funktion idet et tegnet
koordinatsystem er begreenset. Hvis man vil have al information omkring

(a) Grafen for en funktion. (b) Ikke en graf for en funktion.

!

y

Figur 1.1: Funktionen f kan fortolkes som
en slags maskine.

'Det er vigtigt at huske, at parentesen i f(x)
ikke er en regneparentes, men en angivelse
af, at man ser pa det element, man far, nar
man sender tallet x gennem funktionen f.

Figur 1.2: En funktion knytter preecis én y-
veerdi til hver x-veerdi. Lodrette linjer skee-
rer derfor grafen for en funktion hejst én

gang.
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funktionen, kan det derfor veere en fordel at kende en forskrift for funktio-
nen, dvs. en formel der viser hvordan man beregner tallet f(x), nar man
kender tallet x.

Eksempel 1.1 Betragt funktionen f, som har forskriften
fe) =7 - xe.

Vha. funktionens forskrift kan man beregne alle de punkter der ligger pa
grafen. F.eks. er

8
f(8)=5—\/8+ =4+3=7,
og
24
fe4)= - 2ar1=12+5=17.

Man ved altsa nu at punkterne (8, 7) og (24, 17) ligger pa grafen for denne
funktion.

1.1 Definitions- og veerdimeengde

Mengderne X og Y ovenfor beskriver de tal som x-veerdierne hhv. y-
veerdierne tilhgrer. Meengden X som indeholder de mulige x-veerdier for
funktionen f, kaldes ogsa funktionens definitionsmaengde.

Definition 1.2

Givet en funktion f, kaldes meengden af tal x for hvilke f(x) eksisterer,
definitionsmaengden for f.

Definitionsmengden for f skrives Dm(f).

Mange af de funktioner man ser pé i gymnasiet har alle reelle tal som
definitionsmeaengde; men der er tilfeelde hvor nogle tal ikke ma anvendes
som x-veerdi.

Eksempel 1.3 Funktionen f har forskriften
flx)=+x+3.

Idet man ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal, sa skal x + 3 altid
veere positiv, dvs.
x+3=20 < x=z=-3.

Definitionsmeengden for f bestar altsa af alle de tal der er storre end eller
lig med -3:

Dm(f) = [-3;00[ .
Eksempel 1.4 Funktionen g er defineret ved
3
8= — -

Idet man ikke ma dele med 0, ma neevneren i denne brgk ikke give 0, dvs.
4-x#0 <= x#4.
Tallet 4 tilhorer derfor ikke g’s definitionsmeengde s&
Dm(g) = R\ {4} .
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Meengden af mulige funktionsveerdier for en funktion har ogsa en beteg-
nelse. Den kaldes vaerdimaengden for en funktion.

Definition 1.5

Givet en funktion f, kaldes meengden af mulige funktionsveerdier for
f vaerdimaengden for f. Den betegnes Vm(f).

Der geelder altsa

Vm(f) = {f(x)|x € Dm(f)} .

1.2 Nulpunkter

Ser man pa grafen for en funktion, er der punkter pa grafen der kan have
speciel interesse. Nogle af disse er eventuelle skeeringer med forste- eller
andenaksen. Skeeringer med andenaksen kan beregnes direkte idet x = 0 i
alle punkter pa andenaksen. Har man en funktion f, kan skeeringen med
andenaksen derfor beregnes som f(0) (hvis funktionen er defineret for
x =0).

Pa forsteaksen geelder derimod at y = 0, dvs. skeeringer med forsteaksen
kan bestemmes ved at lgse ligningen f(x) = 0. De fundne veerdier af x er
de sakaldte nulpunkter for funktionen.

Definition 1.6

Lad der veere givet en funktion f. Nulpunkterne for f er de veerdier af

x for hvilke f(x) = 0.

Eksempel 1.7 Nulpunkterne for funktionen f(x) = +x - 4 bestemmes
ved at lgse f(x) = 0, dvs.

x-4=0 o x-4=0 <= x=4.
Funktionen f har altsé ét nulpunkt, nemlig x = 4.

Eksempel 1.8 Nulpunkterne for funktionen g(x) = x? - 5x bestemmes
ved at lase g(x) = 0,

x*-5x=0 =
x-(x-5)=0 =
x=0 v x=5.

Sa denne funktion har to nulpunkter, x = 0 og x = 5.

1.3 Kombinationer af funktioner

Man kan regne med funktioner lige som man kan regne med tal. Man kan
f.eks. gange en funktion f med et tal. Ganger man f med konstanten c, far
man den nye funktion c - f som er defineret pa folgende méade:

(c-Hx) = c- f(x).



Figur 1.3: Graferne for f og 3 - f. O
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To funktioner kan ogsa leegges sammen eller treekkes fra hinanden. Man
har felgende definition:

Definition 1.9

Lad der veere givet to funktioner f og g samt en konstant c. S definerer
man funktionerne c- f, f+ g, f - g, f - g og {Ec til at veere de funktioner
hvor

Man regner altsa pa funktioner ved at regne pa deres funktionsveerdier.
F.eks. er funktionsverdierne for funktionen c - f funktionsverdierne for f
ganget med c. Der ma sa geelde, at

Drm(c - f) = Dm(f)
idet ¢ - f og f ma veere defineret for preecis de samme veerdier af x.

Eksempel 1.10 Figur 1.3 viser graferne for funktionerne f og 3 - f hvor f

er givet ved
2

x2+1

fx) =

Forskriften for 3 - f er s&

G- f)x)=3-f(x) =

x2+1

Figuren viser at grafen for f gar gennem punktet (1, 1), mens grafen for
3 - f gar gennem punktet (1, 3). Alle funktionsverdierne bliver saledes 3
gange sa store, og grafen for 3 - f er en skalering af grafen for f.

Analyserer man funktionsudtrykket for f, finder man at
Vm(f) = 10;2] .

Idet alle funktionsveerdierne for 3 - f er 3 gange de tilsvarende funktions-
veerdier for f, giver det at

Vm(3 - f) = ]0;6] ,

hvilket ogsa ses pa figuren.

Som eksemplet viser, er grafen for ¢ - f altsa en skalering af grafen for f
med en faktor c. Man kan sa finde veerdimeengden for c - f ved at gange
alle elementerne i Vm(f) med c.


https://www.geogebra.org/m/tdxpaeme
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Eksempel 1.11 For de to funktioner f og g givet ved
f)=x"-5 og glx)=2"
geelder, at

f(3)=3%-5=4
g3)=2"=3,

dvs.

(f-g)3)=f(3)-g(3)=4-8=32.

Funktionerne beskrevet ovenfor er defineret for alle de veerdier af x hvor
béade f og g er defineret. Man har altsa

Dm(f + g) = Dm(f - g) = Dm(f - g) = Dm(f) n Dm(g) .

Undtagelsen er Dm (%) som ikke mé indeholde de elementer hvor g(x)

giver 0.2 Her far man
Dm <§> = Dm(f) n {x € Dm(g) | g(x) # 0} .

At bestemme veerdimeengderne for sddanne funktioner kreever en analyse
af den konkrete situation.

Eksempel 1.12 To funktioner f og g er givet ved
fx)=1x og gx)= Vx+4.
Funktionen f + g har sa forskriften
(f + g)(x) = Jx + Jx +4.

Graferne for alle tre funktioner kan ses pa figur 1.4.

Funktioner f og g har definitionsmeengderne
Dm(f) =R og Dm(g) = [4eo] .
Definitionsmeengden for f + g er feellesmeengden af disse to meengder sa
Dm(f + g) = [-4;00] .

Man kan sa bruge grafen til at analysere funktionerne hvorved man finder

Vm(f) =R
Vm(g) = [0;00
Vm(f + g) = [-2; 00

Eksempel 1.13 Figur 1.5 viser graferne for de to funktioner

f(x)=2x og gx)=x*+1,

Idet man som bekendt ikke ma dividere
med 0.

% f
i (1)

Figur 1.4: Graferne for f, g og f + g.



@)

Figur 1.5: Graferne for f, g og é.

f 1
1 (1)

Figur 1.6: Graferne for f, g og f o g.O
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f

samt funktionen g som har forskriften

(g)(x) - xzzfl '

Som det fremgar af figuren er

Vm(f) =R og Vm(g)=[1;00[

Vm <f> =[-1;1] .
8

En anden made at kombinere funktioner pa er ved sammensaetning. Man
definerer den sammensatte funktion f o g pa felgende made:

mens

Definition 1.14: Sammensat funktion

Givet to funktioner f og g, defineres den sammensatte funktion f o g
som den funktion hvor

(f o &)(x) = f(g(x)) .

Man finder altsa funktionsveerdien af f o g ved forst at beregne g(x) og
derefter anvende funktionen f p& denne veerdi.

Eksempel 1.15 Funktionerne f og g er givet ved

f(x)=Vx+5 og gx)=x*+7.

Dvs.
g2)=2*+7=11
f(11)= J1i1+5=4,
sa

(f - 8)(2) = f(g(2)) = f(11) = 4.

Man kan finde en forskrift for f - g ved at erstatte x i udtrykket for f med
funktionsudtrykket for g. Man far sa

(f o g)(x) = Jg(x) +5 = J(x2 +7) +5 = Vx? +12.
Graferne for funktionerne f, g og f - g kan ses pa figur 1.6.

1.4 Stykkevist definerede funktioner

Nogle funktioner har forskellige forskrifter i forskellige intervaller pa
x-aksen. Man taler her om stykkevist definerede funktioner. Hvis grafen
yderligere bestér af linjestykker, kaldes de stykkevis linesere funktioner.
Grafen for en stykkevis lineger funktion kan ses pa figur 1.7.


https://www.geogebra.org/m/rnnvxd4k
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Her kan man afleese, at nar x er mindre end 2, sa svarer grafen til linjen
med ligningen
y=x+1,

og nar x er sterre end 2, svarer grafen til linjen med ligningen

y=-2x+7,

Hvis funktionen hedder f, skrives forskriften derfor pa denne made:

f(x)=[x+1 for x < 2

-2x+7 forx=2

En funktion hvis graf er ssmmenhzengende, kaldes en kontinuert funktion.
Stykkevist definerede funktioner er ikke nedvendigvis kontinuerte. Et
eksempel pa en stykkevist defineret funktion, der ikke er kontinuert kunne
veere

-x-3 for x < -1

gx)=4x*+x-4 for —1<x<2 .

%x +1 forx =2
Grafen for g kan ses pé figur 1.8.

Den fyldte cirkel p& grafen viser et punkt, der er med pa grafen, mens den
tomme cirkel viser, at punktet ikke er med. For funktionen g geelder, at funk-
tionsveerdien g(3) skal beregnes ud fra den nederste »gren« i forskriften -
derfor er punktet med pa det linjestykke leengst mod hejre.

1.5 Parallelforskydning af grafer

Hvis man forskyder grafen for en funktion, far man grafen for en ny
funktion. I dette afsnit gennemgas en generelt metode til at finde forskriften
for den funktion man finder ved at parallelforskyde en graf.

Pa figur 1.9 kan man se, hvordan en graf kan parallelforskydes langs forste-
eller langs andenaksen.

@ (2)

/ / x x+%: // x

(a) Langs forsteaksen. (b) Langs andenaksen.

)

Figur 1.7: Grafen for en stykkevis lineser
funktion.

Figur 1.8: Grafen for en stykkevist defineret
funktion der ikke er kontinuert.

Figur 1.9: En graf kan parallelforskydes ba-
de langs forste- og andenaksen.



(2)

flo) = x

1

1)

Figur 1.10: Grafen for f(x) = /x forskudt

med (1, 3).

o
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Hvis grafen for funktionen f(x) forskydes langs forsteaksen med sterrelsen
Xo, far man grafen for en ny funktion g(x) hvorom der geelder at

glx + x0) = f(x) .
Dette kan omskrives til
8(x) = f(x - x)
som kan bruges til at finde forskriften for g nar man kender forskriften for

f.

Parallelforskyder man grafen for f langs andenaksen med sterrelsen yy, far
man grafen for den nye funktion g der opfylder

g§(x) = f(x) +x

Hvis man parallelforskyder en graf i bade forste- og andenaksens retning
taler man om at forskyde med (xp, yp). Samler man de to resultater ovenfor,
finder man frem til felgende saetning:

Hvis grafen for funktionen f(x) parallelforskydes med (xo, yp), far man
grafen for funktionen

8(x) = fx = x0) + yo -

Eksempel 1.17 Pa figur 1.10 ses grafen for f(x) = /x forskudt med (1, 3).
Herved far man ifelge setning 1.16 grafen for

gx) =flx-1)+3=+x-1+3.

1.6 Inverse funktioner

En funktion giver en entydig relation fra en meengde af tal (definitions-
meengden) til en anden mengde af tal (veerdimeengden). Den inverse funk-
tion er den funktion der vender denne relation om. Hvis funktionen f
afbilder x pa y vil den inverse funktion f~! afbilde y pa x:

7 =
X y
-

£
Eksempel 1.18 Funktionen f er givet ved forskriften
flx)=3x-5.
Nogle af funktionsveerdierne for f er
f(1)=3-1-5=-2
f(6)=3-6-5=13
Idet f(1) = -2 og f(6) = 17, geelder der
fl-2)=1 og f'a7=6.
Nar funktionen f afbilder 1 pa -2, vil ™! afbilde -2 pé 1 osv.


https://www.geogebra.org/m/szpwtrgf
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Ikke alle funktioner har inverse funktioner. Den inverse funktion er — som
navnet antyder — ogsa en funktion, dvs. den skal bl.a. opfylde, at f(x) er
entydigt bestemt.

Eksempel 1.19 Funktionen f givet ved
fx) = x?
har ikke en entydig invers funktion. Det skyldes at f.eks.
fC9 = (4" =16
f(4) =4* =16
Idet bade f(-4) og f(4) giver 16, kan man ikke entydigt definere f~1(16), og

den inverse funktion til f eksisterer derfor ikke.

For at en funktion f har en invers funktion f~! er det derfor nedvendigt
at man ikke har forskellige x-veerdier som giver de samme y-verdier. En
funktion der opfoerer sig pa denne made, kalder man injektiv:

Definition 1.20 (2)

Lad f veere en funktion. Hvis der for alle x, x, € Dm(f) geelder at

x#txy = f(a)# f(x)

siger man at f er injektiv.

Man kan undersgge om en funktion er injektiv ved at tegne dens graf. Hvis 1]
ingen x-veerdier ma have samme y-veerdi, si ma ingen vandrette linjer ! (1)
skeere grafen mere end én gang. Som eksempel 1.19 ovenfor viser, sa er
f(x) = x? ikke injektiv (se figur 1.11).

— . o . . Fi 1.11: Funkti = x% er ikk
Injektive funktioner har altsa inverse funktioner. Formelt kan de defineres inljiiziv unktionen f(x) = x* er ikke

pa denne made:

Definition 1.21

Lad f veere en injektiv funktion. Den inverse funktion f! til f er den
funktion, der opfylder

« (f7'o f)(x) = x for alle x € Dm(f), og
o (f o fH)(x) = x for alle x € Vm(¥).

Definitionen siger alts4, at hvis man ferst anvender f pa x og dernzest 1,
s& far man x tilbage. Dvs. f og f~! ger preecist det modsatte af hinanden.
Det betyder altsa, at hvis y = f(x), sd er x = f1(y).

Eksempel 1.22 Hvis funktionen f er givet ved forskriften
f(x)=2x-6,
sa har den inverse funktion forskriften

Fl(x) = %x +3.



@

Figur 1.12: Funktionen f(x) = x* (x > 0)
og dens inverse f(x) = J/x.

8
i i

Figur 1.13: Funktionen g(x) = x*> + 2 og
dens inverse g7 !(x) = Jx - 2.
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Man kan vise at dette er korrekt, ved at bestemme forskrifterne for hhv.

flofogfof ! Man far

(f_lof)(x)=%(2x—6)+3=%-2x—%-6+3=x—3+3=x,

0g
() = 2. (1 _9.1 _ -
(FofDx)=2-(3x+3)-6=2-1x+2-3-6=x+6-6=x.

Det er hermed vist at f7!(x) = $x + 3 er den inverse funktion til f.

Som tidligere vist, er f(x) = x? ikke en injektiv funktion; men hvis man
indskreenker definitionsmengden til positive tal, s& er den. I det neeste
eksempel vises hvordan man sé finder den inverse funktion.

Eksempel 1.23 Lad f veere givet ved
f(x)=x*, x=0.

Definitionsmeaengden for f er altsd meengden Dm(f) = [0; oo[ , og p& denne
meengde er f injektiv. Grafen for f(x) og dens inverse funktion kan ses pa
figur 1.12.

Hvis y = f(x), s& er x = f7!(y). Man kan derfor finde den inverse funktion
til f(x) ved at lose ligningen f(x) = y mht. x:

fx)=y <= x2=y = x=.y.

Dvs. der geelder f71(y) = /3, eller

Som det fremgar af ovenstaende eksempel, sa kan man finde den inverse
funktion f~!(y) ved at lese ligningen f(x) = y. Nar man kender f~!(y), kan
man blot skifte variablen ud hvis man hellere vil have f!(x).

Eksempel 1.24 Funktionen g er givet ved
gx)=x+2.

For at bestemme den inverse funktion lgses ligningen

gr)=y o= xX+2=y o= xX=y-2 <= x=Jy-2.
Dvs.

gix)=Vx-2.

Graferne for de to funktioner g og g~! kan ses pa figur 1.13

Som det ses pa figur 1.12 og 1.13, sa finder man grafen for den inverse
funktion ved at spejle grafen for den oprindelige funktion i linjen y = x.
Dette skyldes at man finder grafen for den inverse funktion ved at tage alle
punkterne pa grafen for den oprindelige funktion og bytte om pa forste-
og andenkoordinaterne - idet f~! ger pracis det modsatte af f.
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1.7 Vakst

Man er ofte interesseret i at undersgge hvordan en funktion vokser, dvs.
hvordan den atheengige variabel sendrer sig nar man zendrer pa den uaf-
heengige variabel. Man kan undersege, hvad der sker med den afheengige
variabel hvis den uvatheengige variabel f.eks. vokser med 1 eller hvis den
fordobles.

Absolut og relativ veekst

Nar man taler om at noget vokser, findes der to mader at preesentere
veeksten pa: Som absolut eller som relativ vaekst. Den absolutte tilveekst
viser hvor meget en storrelse vokser, altsd hvor meget storre den er blevet.
Den relative tilveekst viser hvor meget en storrelse er vokset i forhold til
udgangspunktet.

Definition 1.25

Hvis en storrelse x vokser fra x; til x,, sa er den absolutte tilveekst givet
ved
Ax =x—x1,

og den relative tilvaekst givet ved

Ax
Te= — .
X1

Den absolutte tilveekst er altsa forskellen pa slutveerdien og startveerdi-
en, mens den relative tilvaekst beregnes som denne forskel i forhold til
startveerdien. Man kan i gvrigt beregne r, pa forskellige méader idet

Ax_ Xp— X1 Xp 1

X1 - X1 N X1 '

Eksempel 1.26 En storrelse x vokser fra x; = 5 til x; = 8. Den absolutte
tilveekst er sa

Ax=x-x=8-5=3,

og den relative tilveekst er

Ax 3
ry=—=-=0,6.
X1 5

Den absolutte tilvaekst viser altsa at storrelsen x er blevet 3 sterre, mens den
relative tilvaekst viser at storrelsen er vokset med 0,6 gange den oprindelige.

Bemeerk i gvrigt at nar man beregner den absolutte tilveekst, sa treekker
man altid startveerdien fra slutveerdien; forskellen skal altsa beregnes med

fortegn.

Eksempel 1.27 En storrelse ¢ sendrer sig fra #; = 20 til t; = 14. Den
absolutte tilveekst er s&

At=14-20=-6,
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og den relative tilveekst er

At -6

rt = — = — =

20
Her er bade den absolutte og den relative tilveekst negative. Det skyldes, at
storrelsen t er aftaget. Dvs. en tilveekst pa —6 svarer altsa til at sterrelsen
er blevet 6 mindre; og den relative tilveekst pa —0,3 viser at storrelsen er
aftaget med 0,3 gange den oprindelige.

-0,3.

Nér man taler om relativ veekst, angives den i gvrigt ofte i procent. Man
ganger her tallet med 100 og skriver % bagefter. Fordelen ved det er at
tallene ikke ser sa sma ud.

Eksempel 1.28 En sterrelse p vokser fra p; = 25 til p, = 32. Den relative
tilveekst er

32 - 25
rp= " =0,28=28%.
25

Man kan s sige at starrelsen p har en relativ tilveekst pa 0,28, eller at p har

en vaekst pa 28%.

Omskriver man formlerne i definition 1.25, kan man fa felgende seetning
der viser hvordan man finder slutveerdien nar man kender startveerdien og
den absolutte eller den relative tilvaekst:

Lad der veere givet en storrelse x der vokser fra x; til x,. Da er
Xy = x; + Ax

og

X =(1+ry) x.
Hvis en storrelse vokser relativt, skal startveerdien altsa ganges med 1 + ry.
Relativ veekst svarer saledes til at man ganger med et tal.

Eksempel 1.30 Storrelsen x har en startveerdi pa x; = 80 og vokser 17%.
Hvad er slutveerdien x,?

Den relative tilveekst er 17%, dvs. 0,17. Man har s&
x, = (1+0,17)- 80 = 93,6 .
Slutveerdien er altsa 93,6.
Nar man undersgger funktioner, er man tit interesseret i at vide hvordan

funktionsveerdien vokser nar x vokser. Derfor definerer man funktionstil-
veeksten pa felgende made:

Definition 1.31

Lad der veere givet en funktion f. Hvis den uaftheengige variabel vokser
fra x; til x,, er funktionstilveksten

Af = f(x2) = f(x1) .
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i (1 i (1)
/I/f 1

(a) En voksende funktion. (b) En aftagende funktion.

Eksempel 1.32 En funktion f er defineret ved
f(x)=4x-5.
Hvis x vokser fra x; = 10 til x, = 13, sa er den absolutte tilveekst
Ax=13-10=3,
og den tilsvarende funktionstilveekst er
Af = f(13) - f(10) = (4- 13- 5) - (4-10 - 5) = 12..

Nar x vokser fra 10 til 13, s& vokser funktionsvardien altsd med 12.

Voksende og aftagende funktioner

En funktion kaldes voksende hvis funktionsveerdien altid bliver storre nar
den uafheengige variabel bliver sterre. Den kaldes aftagende hvis funktions-
veerdien altid bliver mindre nar den uafheengige variabel bliver sterre. Man
definerer voksende og aftagende pa folgende méade:

Definition 1.33

Lad der veere givet en funktion f og to tal x1, x, € Dm(f). Hvis der
geelder, at

x>x1 = flx)=fa),

kaldes funktionen voksende, mens funktionen kaldes aftagende, hvis

x>x = f)sfla),

Definitionen siger altsa at en funktion er voksende hvis man far en sterre
funktionsveerdi ved at veelge en sterre x-veerdi. Tilsvarende er en funktion
aftagende hvis man far en mindre funktionsveerdi hver gang man veelger
en storre x-veerdi.

Hvis x, > x3, s er Ax > 0. Dvs. betingelsen for at en funktion er voksende
hhv. aftagende kan ogsé skrives

Ax>0 = Af=0,

Figur 1.14: Grafen for en voksende og for
en aftagende funktion. For voksende funk-
tioner beveeger grafen sig opad mod hgjre,
og for aftagende beveeger grafen sig nedad
mod hgjre.
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og

Ax>0 = Af=0.
Da en voksende funktion opferer sig saledes at funktionsveerdierne bliver
storre nar x bliver storre, sa vil grafen for en voksende funktion beveege
sig opad mod hgjre. Omvendt vil grafen for en aftagende funktion beveege
sig nedad mod hejre (se figur 1.14).

Ovelse 1.5

Bestem definitionsmeengderne for de folgende funktio- Bestem veerdimeengderne for {Ec og j% nar

1.8 Ovelser

Ovelse 1.1

ner:
a) i) = b) f(x) = VX7
9 HO= 5 &) filx) = 13
Q) fi(x)= Vi-x2 0 fix) = x27+3.

Ovelse 1.2

Tegn graferne for de felgende funktioner, og bestem

deres veerdimeengder:

a) f(x) = x
b) g(x)=3x-1, -4=<x=<7
12
C) h(x):m
d) k(x)=5- Jx
1
T T
Ovelse 1.3

Bestem nulpunkterne for funktionerne

a) f(x)=2x-38
x)

Ovelse 1.4
Funktionerne f og g er givet ved
f(x)=3x-6 og gx)=x*-9.
a) Beregn (f + £)(2), (f - 8)(8) og (f - £)(0).
b) Bestem forskrifterne for 3 - f og g

c) Bestem en forskrift for 3 - f + j%.

d) Bestem Dm (%) og Dm (%)

b) g(x) = (6x-3)- (7~

f(x)=3x og glx)=x*+1.

Qvelse 1.6
De to funktioner p og q er givet ved

px)=4x-2 og q(x)=-2x+5.
Los ligningerne

b) (q-p)x) =13

d) (p+39)(x) =-7

D (2)w=-22

4

a) (p+q)x)=5
) (2p-q)(x) =21

e) (g)(x):s

Ovelse 1.7
Bestem forskrifterne for f - g og g o f nar

a) f(x)=x*-3 og g(x)=>5x
b) f(0)= - og g)=1+x

c) f(x)=+v9-x og g(x)=2x-3

d) f() = ¥ +1 og gx) = —

Ovelse 1.8
Funktionerne f og g er givet ved

f(x)=Vx+1 og gx)=3x*+1.
a) Bestem forskrifterne for f - g og g o f.
b) Bestem definitionsmeengderne for f o g og g o f.

¢) Bestem veerdimeengderne for f o gog g f.



1.8 Ovelser

Ovelse 1.9
Bestem forskriften for den funktion hvis graf er grafen
for f parallelforskudt med (4, 1), nar

a) f(x)=5x-3 b) f(x)=+Jx+4
9 f() = &) f)=
Ovelse 1.10

Bestem ved at tegne graferne, hvilke af de folgende funk-
tioner der er injektive:

a) f(x)=x*-4 b) g(x) = V2x +10
o) h(x) = i B K=

Ovelse 1.11
Bestem de inverse funktioner til

a) filx)=2x+6
) fs(x)=x
e) fs(x)=6x-1

b) fo(x)=-x+3
d) fa(x) = %x +5
f) fi(x)=-3x+1

Ovelse 1.12
De to funktioner f og g er givet ved
X 2x
f(x) = Y-z %8 g(x)—ﬁ.

19

Er disse to funktioner hinandens inverse?

Ovelse 1.13
En sterrelse vokser fra x; = 20 til x, = 37.

Bestem den absolutte og den relative tilveekst.
Ovelse 1.14

En sterrelse t har en begyndelsesveerdi pa t; = 45. Ster-
relsen far herefter en relativ tilveekst pa r, = 0,71.

Bestem slutveerdien t,.

Ovelse 1.15
En storrelse p vokser fra p; til p,. Den absolutte tilveekst
er Ap = 10, mens den relative tilveekst er r, = 0,8.

Bestem p; og ps.

Ovelse 1.16
En funktion f er givet ved

fx)=x*-x.

Bestem funktionstilveeksten, nar x vokser fra x; = 5 til
Xy = 7.






Linesere funktioner

Lineeere funktioner er nogle af de simpleste funktioner at arbejde med. Som
bekendt er linezere funktioner defineret pa felgende made:

Definition 2.1

En lineger funktion er en funktion af typen
f(x)=ax+b,

hvor a og b er to tal.

Her er de linesere funktioner defineret ud fra deres forskrift. Dvs. definitio-
nen siger intet om egenskaberne for linezere funktioner, disse egenskaber
skal man i stedet udlede ud fra forskriften.

Men man kan ogsa vende tingene pa hovedet og i stedet definere lineeere
funktioner ud fra de egenskaber de skal have. Her folger derfor en alternativ
definition pé hvad en lineger funktion er:

Definition 2.2: Alternativ definition

En linezer funktion f er en funktion der opfylder at en fast absolut
tilveekst i den uafheengige variabel medferer en (anden) fast absolut
tilveekst i den atheengige variabel.

Hvis det er sandt at begge disse definitioner kan anvendes som definition
pa en lineger funktion, sd ma definitionerne veere sekvivalente. Dvs. defini-
tion 2.1 skal fore til egenskaben beskrevet i definition 2.2, og definition 2.2
skal fore til forskriften i definition 2.1.

Definerer man linesere funktioner som i definition 2.1, sa er forskriften
givet. Man kan sa undersgge hvordan Ay ser ud nar Ax er et fast tal. Det
giver

Ay = f(x + Ax) - f(x) = (a(x + Ax) + b) - (ax + b) = a- Ax .

Dvs. hvis Ax er givet, sa er Ay = a - Ax. Altsa svarer der til en fast ab-
solut tilveekst Ax i x en (anden) fast absolut tilveekst Ay = a- Ax i y. S&
definition 2.1 ferer faktisk til egenskaben i definition 2.2.

Tager man omvendt udgangspunkt i definition 2.2, s4 ved man at en absolut
tilveekst i x forer til en absolut tilveekst i y. Den tilveekst i y der svarer til

21
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Ax =1, kan man kalde a. Der gelder sa
Ax=1=Ay=a.
S& ma der ogsa geelde
Ax =2= Ay =2a
og mere generelt

A
Ay .

e (2.1)

Ax=n=>Ay=n-a <
Hvis (xy, yo) er et kendt punkt pa grafen for funktionen, og (x, y) er et andet
vilkarligt punkt, sa er Ax = x - xp og Ay = y - yp, og man far

Y=Y _
X — Xo

a < y-w=a(x-x).
Denne ligning kan omskrives til
y=a-(x-x)+Yo=a-X+y—a-xp.
Omdgber man y, — axp til b, s har man her forskriften fra definition 2.1.

Altsa forer definition 2.2 til definition 2.1.

Begge definitionerne er altsa i princippet lige gode, og man kan definere
lineeere funktioner pa flere mader alt efter hvad man leegger veegt pa.

Da Ay = a - Ax, beskriver tallet a altsd hvor meget Ay vokser i forhold til
Ax. Tegner man grafen, vil det derfor veere sadan at jo sterre a er jo mere
stejl bliver grafen.

Ligningen 2.1 kan i gvrigt omskrives sadan at man far

A _
a:—y = a:yz 4!
Ax X2 — X1

som er den velkendte formel for heeldningskoefficienten.

2.1 Ovelser

Ovelse 2.1

Dvelse 2.2

Bestem uden at tegne, en forskrift for den linesere funk- De linesere funktioner f og g har parallelle grafer. Grafen
tion hvis graf gar gennem punkterne: for f gar gennem punktet A(3, 4) og skeerer forsteaksen

a) A(-1,6) og B(2,-3).
c) R(6,-3) og S(-1,25).

i(-6,0). Grafen for g skeerer andenaksen i (0, -3).
b) P(2,13) og O(-3,3).
d) C(14,4) og D(6,0). Bestem en forskrift for hver af funktionerne f og g.



Eksponentielle funktioner

En eksponentiel funktion eller eksponentialfunktion defineres pa folgende
made!

Definition 3.1

En eksponentiel funktion er en funktion af typen

f(x)="b-a",

hvor a og b er to positive tal.

Tallet a i definition 3.1 kaldes fremskrivningsfaktoren og b kaldes begyndel-
sesvaerdien.

At b kaldes begyndelsesveerdien skyldes at grafen for en eksponentiel
funktion skeerer andenaksen i punktet (0, b). Dette folger af at

fO0)=b-a=b-1=b.

Et eksempel pa grafer for eksponentielle funktioner kan ses pa figur 3.1. For
eksponentielle funktioner geelder der specielt at deres grafer ikke skeerer
forsteaksen. Det skyldes, at funktionsveerdierne ikke kan blive negative
(eller 0) idet a* altid er positivt sa leenge a er et positivt tal — uanset veerdien
af x.

3.1 Eksponentiel vaekst

Eksponentielle funktioner vokser pa den made at hver gang den uatheengige
variabel har en fast absolut tilveekst, har den afheengige variabel en fast
relativ tilveekst. Dette er beskrevet i folgende seetning:

For en eksponentiel funktion geelder at hver gang x vokser med Ax
ganges funktionsvaerdien med a’*.

Bevis
Hvis x vokser fra x; til x,, s vokser funktionsveerdien fra

y1=f(x))=b-a"

23

'I nogle beskrivelser er det kun funktioner
af typen f(x) = a* der kaldes eksponentiel-
le funktioner, mens f(x) = b - a* kaldes en
eksponentiel udvikling. Her bruges »ekspo-
nentiel funktion« dog i begge tilfeelde.

)

1

Figur 3.1: Graferne for de to eksponentielle
funktioner f(x) = 2 - 1,4* og g(x) = 4- 0,8".

<


https://www.geogebra.org/m/n7feay7k

Tabel 3.2: Veekst af f(x) = 4 - 2*.

x y
+3(—03 0:15
+3(

3 32
+3(

6 256

i 1 (1)

Figur 3.3: Veekst af en eksponentiel funk-

tion. Q
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til
yo = f() = f( +Ax) = b-a™*™ = b g% - a™ = y; - aP

Den nye funktionsvzerdi y, er altsa netop y; - a®*, og seetningen er hermed
bevist. ]

Eksempel 3.3 Tabel 3.2 viser hvordan en eksponentiel funktion vokser.

Her ses at for funktionen f(x) = 4 - 2* geelder der at hver gang x vokser
med 3 ganges funktionsveerdien med 23 = 8.

Nar x vokser med Ax, vil f(x) altsa ganges med a®*. Dvs. den relative vaekst
er

) - fG) ™ fG) - fn) |
Tm T f(a) F(x)

Den relative veekst af funktionen er altsa a®* - 1.

-1.

Dvs. hvis Ax = 1, sa vokser funktionen relativt med a - 1. Hvis a < 1, sd er
dette tal negativt, og man kan derfor argumentere for felgende:

For en eksponentiel funktion f(x) = b - a* geelder:

1. Hvis a > 1 er funktionen voksende.

2. Hvis 0 < a < 1 er funktionen aftagende.

Som vist ovenfor, s er den relative vaekst a — 1 nar x vokser med 1, dvs.
det giver mening at definere vaekstraten som er

r=a-1.

For veekstraten geelder folgende som folger af seetning 3.4.

For en eksponentiel funktion f(x) = b - a* defineres vaekstraten
r=a-1.
Der geelder sa at
1. Hvis r > 0 er funktionen voksende.

2. Hvis r < 0 er funktionen aftagende.

Nar man ved at relativ veekst kan beskrives vha. eksponentielle funktioner,
kan man udnytte dette til at opstille matematiske modeller for relativ veekst.

Eksempel 3.6 IHonduras boede der 8,6 mio. mennesker i 2014, og befolk-
ningsveeksten var pa 1,7%.[4] Honduras’ befolkning kan altsa beskrives ved
en eksponentiel udvikling med begyndelsesveerdi 8,6 og veekstrate 1,7%.
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Da veekstraten er 1,7% er fremskrivningsfaktoren
a=1+1,7%=1+0,017 = 1,017 .
Befolkningstallet er altsa givet ved funktionen
f(x) = 8,6- 1,017
hvor x er antal ar efter 2014, og f(x) er befolkningstallet i mio.

Eksempel 3.7 En bakteriekultur vokser eksponentielt sadan at antallet af
bakterier kan beskrives ved funktionen

B(t) = 364 - 1,72" ,

hvor ¢ er tiden i timer, og B(t) er antallet af bakterier.

Ud fra forskriften kan man udlede folgende: Til tiden ¢t = 0 er der 364
bakterier. Fremskrivningsfaktoren er 1,72, hvilket vil sige at veekstraten er

r=172-1=0,72.

Antallet af bakterier har altsa en relativ veekst pa 0,72 i timen (eller en
veekst pa 72% i timen).

3.2 Beregning af forskriften

Hvis man har to punkter pa grafen for en eksponentiel funktion f(x) = b-a*,
kan man bestemme konstanterne a og b i forskriften (se figur 3.4).

Hvis grafen for en eksponentiel funktion f(x) = b - a* gar gennem de
to punkter P(xy, y1) og Q(xz, ¥2), er

B £ i
N a*
Bevis

Hvis P(x1, y1) ligger pa grafen for f(x) = b - a*, geelder der at

yi=b-a". (3.1)
Da Q(x,, y2) ogsa ligger pa grafen for f, er

y2 =b-a*. (3.2)

Dividerer man nu ligning (3.2) med ligning (3.1) far man

X,
y2 b-a
— = =
yl b . axl
X2
Y2 _ @
_—= — <~
y o at
& - axz_xl —

N

@)

O(xz, y2)

(1)

Figur 3.4: Grafen for en eksponentiel funk-
tion gar gennem P og Q.



je— T2 —>

1

: :
Xo X+ Ty

Figur 3.5: Nar man leegger T, til x,, fordob-

les funktionsveerdien. O

?Idet en fordobling (som er det samme som
at leegge 100% til) svarer til at gange med 2.

Funktionen log gennemgas i kapitel 4.
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X9-X] & =a s
N

og formlen for a er sé bevist.

For at bevise formlen for b isolerer man b i ligning (3.1) og far

_ no_
y1=b-a" = E_b

Formlen for b er dermed ogsé bevist. ]

Eksempel 3.9 Hvis grafen for en eksponentiel funktion f(x) = b - a* gar
gennem de to punkter P(2,12) og Q(5, 96) er

x1=2, y»=12, x=5 og y=96.

Benytter man nu formlerne fra seetning 3.8 fas

a= * le 512, \f 2,
yl _ 12

a1 22 4 '

Funktionens forskrift er sa f(x) = 3 - 2*.

3.3 Fordoblings- og halveringskonstant

Funktionsveerdien af en eksponentiel funktion har ifelge seetning 3.2 en
fast relativ tilveekst, nar x har en fast absolut tilveekst. Hvis en eksponentiel
funktion er voksende, giver det derfor mening at undersege, hvor meget x
skal vokse, for at funktionsveerdien har en relativ tilveekst pa 1 — dvs. den
fordobles. Dette tal kalder man fordoblingskonstanten T,.

Ifolge szetning 3.2 ganges funktionsveaerdien med a®*, nar x stiger med Ax.
For at bestemme T, skal man derfor finde ud af, hvornar a®* = 2.2 T, er
altsa lgsningen til ligningen

a>=2.
Losningen til denne ligning er®
T, - log(2) .
log(a)

Pa figur 3.5 er fordoblingskonstanten illustreret. En vigtig pointe er her, at
funktionsverdien fordobles hver gang man leegger T, til x. At funktions-
veerdien fordobles, hver gang man gar et bestemt stykke ud ad forsteaksen,
geelder kun for eksponentielle funktioner.

For aftagende eksponentielle funktioner giver det i gvrigt ikke si meget
mening at tale om en fordobling; her bestemmer man i stedet en halve-
ringskonstant. Halveringskonstanten T1 defineres helt analogt til fordob-
lingskonstanten, sadan at der geelder fﬂlgende
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3.4 Qvelser

For en eksponentiel funktion f(x) = b - a* geelder

1. Huvis f er voksende er fordoblingskonstanten T, =

2. Hvis f er aftagende er halveringskonstanten T: =

Eksempel 3.11 Den eksponentielle funktion f(x) =

27

log(2)
log(a)
log (})
log(a) -

3-1,7* har fremskriv-

ningsfaktoren a = 1,7. Fordoblingskonstanten er derfor

_log(2)  log(2)
~log(a) log(1,7)

2

1,31.

Dvs. at hver gang x stiger med 1,31 fordobles funktionsverdien.

En stigning fra x = 5 til x = 6,31 vil saledes give en fordobling af funktions-
veerdien, og det vil en stigning fra x = 100 til x = 101,31 ogsa.

3.4 Ovelser

Ovelse 3.1
En eksponentiel funktion er givet ved f(x) = 3,2 - 1,7%.

a) Hvor meget ganges funktionsveerdien med, nar
x-veerdien vokser med 1?

b) Hvor stor er den relative vaekst af y-veerdien, nar
x-veerdien vokser med 1.

c) Hvor meget ganges funktionsverdien med, nar
x-veerdien vokser med 5?

d) Hvor stor er den relative veekst af y-veerdien, nar
x-veerdien vokser med 5?

e) Hvor meget skal x-veerdien stige, hvis funktions-
veerdien skal vokse med 80%?

Ovelse 3.2
En eksponentiel funktion er givet ved f(x) = 3,2 - 0,63

a) Hvor meget ganges funktionsveerdien med, nar
x-veerdien vokser med 1?

b) Hvor stor er den relative veekst af funktionsveer-
dien, nar x-veerdien vokser med 1.

c) Hvor meget ganges funktionsverdien med, nar
x-veerdien vokser med 3?

d) Hvor stor er den relative veekst af funktionsveer-
dien, nar x-veerdien vokser med 3?

e) Hvor meget skal x-veerdien vokse, hvis funktions-
veerdien skal aftage med 50%?

Ovelse 3.3

Om en eksponentiel funktion f(x) = b - a* oplyses, at
nar x = 2 er funktionsverdien 10, og funktionsverdien
har en relativ veekst pa 0,25, nar x har en absolut veekst
pa 3.

Bestem en forskrift for funktionen.

Ovelse 3.4
Grafen for en eksponentiel funktion gar gennem de to
punkter (-2, 0.3) og (5,7.0).

a) Bestem en forskrift for funktionen.
b) Bestem veekstraten.

Ovelse 3.5
Grafen for en eksponentiel funktion f(x) = b - a* gar
gennem punkterne (2, 6) og (5, 45).

Bestem funktionens forskrift.

Ovelse 3.6
En eksponentiel funktion g(x) har en graf, der gér igen-
nem punkterne (1, 2) og (3, 32).

a) Bestem en forskrift for funktionen.

b) Bestem g(2).

¢) Bestem den relative funktionstilveekst, nar x vok-
ser med 4.
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Ovelse 3.7 Ovelse 3.9
Grafen for en eksponentielt voksende funktion f gar En aftagende eksponentialfunktion har en halverings-
gennem punkterne (1, 6) og (3, 54). konstant pa 8,9.

a) Bestem en forskrift for funktionen. Bestem vaekstraten.

b) Bestem fordoblingskonstanten. Ovelse 3.10
En aftagende eksponentiel funktion har en halverings-
Ovelse 3.8 konstant pa 6,5. Funktionens graf gar gennem punktet
En voksende eksponentialfunktion har en veekstrate pd  (3.4,20.9).
34,2%.

Bestem en forskrift for funktionen.
Bestem fordoblingskonstanten.



Logaritmer

En eksponentiel ligning er en ligning af typen a* = k, hvor a er grund-
tallet, og k er et tal. Sddanne ligninger kan ikke lgses vha. de seedvanlige
aritmetiske operationer. For at lose sddanne ligninger har man brug for de
sakaldte logaritmer.

Definition 4.1

Hvis a og k er to positive tal, defineres tallet log (k) som det tal, som
lgser ligningen a* = k.

Funktionen log, kaldes logaritmen med grundtal a.

Eksempel 4.2 Fra definitionen pa logaritmen med grundtal a, kan man
udlede, at

10g2(8) =3 fordi 2B -3
log,(49) = 2 fordi 72 _ 49
log,,(10000) = 4 fordi 10* = 10 000

! ! ; 11
10g9<§) =3 fordi 972 =3
log, 5(2) = 0,4608 fordi 4504608 _ o

Definitionen siger altsa, at hvis x = log,(k), sa er x lesning til ligningen
a* = k. Heraf folger umiddelbart, at

a°e® =k og x =log,(a).

Dette kan formuleres som en sztning.

For logaritmen med grundtal a geelder, at
a8 = x  og log,(a*) = x.
Dvs. log,(x) er faktisk den inverse funktion til a*.

Regneregler for logaritmer

Seetning 4.3 kan sammen med potensregnereglerne bruges til at bevise
folgende seetning:
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'I beviset udnytter man desuden, at
1.
2.
3.

n m+n
>

a"-a"=a

a" n-m

ﬁ:a og

(an)m = g"m.
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For logaritmen med grundtal a geelder folgende:

1. log,(r - s) = log,(r) +log,(s).
2. log, (%) = log,(r) - log,(s).

Bevis
For at bevise de tre regneregler udnyttes seetning 4.3, dvs. at r = a'°%(") og

r =log,(a").!

1. For log,(r - s) geelder, at

log,(r - s) = log, (a'°&(" . gloga(9))
= log, (aloga(r)ﬂoga(s)) = log, (r) + log,(s) .

2. For log, (g) geelder, at
r aloga(r)
log. (E) = leg. (alogu<s>)
= log, (@& 18l)) = og (r) - log,(s) .
3. For log,(r?) geelder, at
log,(rf) = log, ((ak’gu(’))p) =log, (a”'k’gu(’)) =p-log,(r) .

Hermed er seetningen bevist. ]

Eksempel 4.5 Nogle af de ting, man kan udlede af seetning 4.4 er bl.a. at

log,(ax) = log,(a) +log,(x) = 1 +log,(x) ,

log, (g) = log,(x) - log,(a) = log,(x) - 1,
log, <%) = log,(x") = -1 -log,(x) = - log,(x) .

Det viser sig i evrigt, at der er en simpel sammenhzng mellem logaritmer

med forskellige grundtal:

For logaritmen med grundtal a og logaritmen med grundtal b geelder

_log,(x)
~log,(b)

log,(x)

Bevis
Seetningen kan bevises ud fra egenskaben i seetning 4.3 og regneregel 3 fra
seetning 4.4. Man har nemlig

log,,(x) = log, (bl"gb(x)) =log,(b) - log,(x) .
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dvs. log,(x) = log,(b) - log,(x), hvilket kan omskrives til

_log,(x)
~ log,(b)

log,(x)

Seetning 4.6 viser, at logaritmer med forskellige grundtal er proportiona-
le. Den viser ogsa, at man i virkeligheden kun har brug for at kende én
logaritmefunktion.

Eksempel 4.7 Hvis man vil beregne log,(16), men kun har en »log,,-
knap« pa lommeregneren kan man bruge seetning 4.6 pa denne made:

log,,(16)

log,(16) = g @)
10

Tallet lfoilo((l;)) beregnes sa pa lommeregneren, og man far
10

log,(16) = 4 .

Idet man i princippet kun har brug for at kende én logaritmefunktion, sa
er det faktisk kun nedvendigt med én logaritme-knap pa en lommeregner.
Man skal sé bare finde ud af, hvilket grundtal, man vil benytte. Normalt vil
en lommeregner faktisk have to logaritme-knapper: én med grundtal 10,
og én med grundtal e (Eulers tal, som er neermere beskrevet i neeste afsnit).

De to logaritmer log,, og log, kaldes titals-logaritmen og den naturlige
logaritme, og de betegnes ofte med hhv. log (titals-logaritmen) og In (den
naturlige logaritme), dvs.

« Titals-logaritmen (log) er logaritmen med grundtal 10, altsa log =
logy-
+ Den naturlige logaritme (ln) er logaritmen med grundtal e, altsa In =

log..
Der geelder derfor ogsa

y=log(x) < x=10" og

y=In(x) < x=¢.

Nogle CAS-verktojer seetter i gvrigt log lig med den naturlige logaritme
i stedet for titals-logaritmen. Der kan derfor nogle gange veere en idé i
at holde sig til at anvende den natulige logaritme (In er altid den natur-
lige logaritme), for som seetning 4.6 viser, har man jo kun brug for én
logaritmefunktion.

4.1 Den naturlige logaritme

Eulers tal

Tallet e, ogsa kaldet Eulers tal, spiller en stor rolle i matematikken. Det er

lige som T et irrationalt tal.® e har altsa et uendeligt antal decimaler. Med ~ *Et irrationalt tal, er et tal, som ikke kan
skrives som en brgk. Irrationale tal er ken-
detegnet ved, at de har uendeligt mange de-
cimaler, og at der intet gentagende menster
er i decimalerne.
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24 decimalers preecision er

e =2,718281828 459045 235 360 287 ... .

e dukker op mange steder, men her ses kun pé, hvordan tallet bruges i
forbindelse med den naturlige logaritme.

Den naturlige logaritme

Den naturlige logaritme er defineret til at veere logaritmen med grundtal e:

Definition 4.8

Den naturlige logaritme, In, er logaritmen med grundtal e:

In(x) = log.(x) .

Da logaritmefunktioner pa sin vis er defineret ud fra eksponentialfunk-
tioner, findes der ogsa en »naturlig eksponentialfunktion«, som er eks-
ponentialfunktionen med grundtal e. Den naturlige eksponentialfunktion
betegnes ofte exp, dvs.

exp(x) = e* .
Det viser sig, at alle eksponentialfunktioner kan omskrives, s& de er baseret

pa denne funktion. Dette gennemgés i neeste afsnit.

4.2 Eksponentielle funktioner

En eksponentiel funktion f(x) = b - a* skrives ofte pa en anden made. Idet
a =e"@ kanen eksponentiel funktion nemlig skrives som

fx)=b-a*=b- (W) = p.eln@x
Dette skrives s& som
f(x) = b-e* (hvor k = In(a)) .
Eksempel 4.9 Den eksponentielle funktion y = 4,6 - 9,1* kan skrives som
f(x) = 4,6 - 2%
fordi In(9,1) = 2,2.
For en eksponentiel funktion f(x) = b - a* gelder der som bekendt, at
funktionen er voksende, hvis a > 1 og aftagende, hvis 0 < a < 1.

Da k = In(a) kan man udlede, at der for den eksponentielle funktion

f(x) = b-e* geelder

1. Funktionen er voksende, hvis k > 0.

2. Funktionen er aftagende, hvis k < 0.

Man skelner derfor nogle gange mellem voksende og aftagende eksponen-
tielle funktioner, ved at dele op i to tilfzelde, saledes at man skriver
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b - e¥* nar funktionen er voksende.

L f(x)

2. f(x) = b- e ** nar funktionen er aftagende.

P& denne méade er k altid et positivt tal, og fortegnet regnes ikke som en
del af k.

Der findes flere gode grunde til at skrive en eksponentiel funktion pa denne
made. En af grundene er, at man - hvis man skal regne med enheder - kan
fa regnestykket til at ga op. En anden god grund heenger sammen med en
gren af matematikken, der hedder differentialregning; forklaringen herpa
ma vente til senere.

Fordoblings- og halveringskonstanter

For en voksende eksponentiel funktion, kan man som bekendt beregne
fordoblingskonstanten T, vha. formlen

In(2)

%=

Hvis den voksende eksponentielle funktion er pa formen f(x) = b - e**

bliver dette i stedet til®
In(2)

T, = . (nar f(x) = b-e*).

Hvis en aftagende eksponentiel funktion skrives pa formen y = b - e™**

(bemeerk fortegnet), har man, at -k = In(a), derfor kan man skrive halve-
ringskonstanten, som?

T_}n@)_m@*)_q.m@)_m@)
@ -k -k -k k

Halveringskonstanten kan altsa beregnes ud fra formlen

In(2)

3Her udnytter man, at k = In(a).

‘AL

a

n

1
2

an”’

27! folger af potensregnereglen

T% = (nér f(x)=b- ek
4.3 Qvelser
Qvelse 4.1 Ovelse 4.2
Beregn Beregn
a) log,,(1000) b) log,(9) a) log,(3) +log,(9)
c) log,(64) d) log,,(0.1) b) log,,(1000) - log,,(100)
e) log,(1) f) log,(16) 0) log,(9%)
1
g logz(g) h) logs(625) d) log,(/6)
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Ovelse 4.3
Beregn folgende tal ved at omskrive til en anden loga-
ritme.

a) log,(8)

c) log;,(45)

e) log,(3987)

b) logg(139)
d) logs(0,6)
f) log,5(932108)
Ovelse 4.4
Beregn uden brug af lommeregner:
a) log(2) + log(5)
b) 2-log(5) + log(4)
c) log(25) + 2 -log(2)
d) log(25) -
e) 3-log(2) +3-log(5)
f) log(8) + 3 - log(5)
g) log(8) -3 - log(2)
h) log(8) - log(2) +log (1)

2 -log(5)

Ovelse 4.5

Los felgende ligninger uden brug af lommeregner:
b) log(x) = -1

d) log(x)=2

f) log(x)=0

a) log(x) =4
c) log(x)=3
e) log(x)=-2

Ovelse 4.6
Los folgende ligninger

a) log(x-3)=

b) log(4x?) =3
2x-6) =2
d) log(10x + 25) = 3

5) = 2 - log(x - 5)

(

(

c) log(2x
(

e) log(x +
(

f) log(x® +4x+4)=3

Logaritmer

Ovelse 4.7
Benyt logaritme-regnereglerne til at omskrive falgende
udtryk sa meget som muligt

a) log(100x%) b) log(1000%)

c¢) log(10p* - ¢*) d) log (V1000u3)

Ovelse 4.8
Om de to tal a og b ved man, at In(a) = 1,5 og In(d) =

Brug dette til at beregne folgende (uden brug af lomme-
regner):

a) In(a- b) b) ln(%)

c¢) In(a*) d) In (%)

e) In(b7) f) In(a®- b1°)
Ovelse 4.9
Los folgende ligninger

a) 2 =50 b) In(x) = 3,7

¢) In(4x-3)=5,1 d) 4-6% =100

e) 6-3,9=78 f) 52-7>% =815
Ovelse 4.10

Omskriv i hvert af nedenstiende tilfeelde den ekspo-
nentielle funktion til formen f(x) = b - e** og beregn
fordoblings-/halveringskonstanten.

a) f(x)=045-7.8" b) f(x)=1,7-0,56"

) f(x)=456-1,2% d) f(x)=6,1-0,34"

Ovelse 4.11

Find en forskrift for den eksponentielle funktion, der
gar gennem de to punkter P og Q. Forskriften skal veere
pa formen f(x) = b - ek~

a) P(2,4) og Q(6,7)

c) P(-3,7)0g Q(2,1)

b) P(1,1) og O(4, 26)

d) P(0,17) og Q(5,1)



Potensfunktioner

Definition 5.1

En potensfunktion er en funktion af typen
f(x)=b-x° x>0,

hvor a og b er to konstanter, og b > 0.

Bemeerk, at en potensfunktion kun er defineret for positive veerdier af x.
Dette skyldes, at der findes veerdier af a, hvor x? ikke er defineret for alle
tal.!

Idet det ogsé er et krav, at b > 0, s& vil en potensfunktions graf kun befinde
sig i forste kvadrant, dvs. bade forste- og andenkoordinaten for punkter pa
funktionens graf vil veere positive.

For en potensfunktion giver det altsa ikke mening at tale om en skeering
med andenaksen, idet funktionen slet ikke er defineret for x = 0. Til
gengeeld kan man udlede, at en potensfunktion f(x) = b - x* altid vil ga
gennem punktet (1, b), idet

f)=b-1"=b.

Et par eksempler p& potenssammenheenge kunne vere de folgende.
Eksempel 5.2 Arealet A af en cirkel med radius r er

A=m-r?.

Her er der alts& en potenssammenheeng mellem radius r og arealet A. De
to konstanter a og b er hhv. a =2 o0g b = .

Eksempel 5.3 Hastigheden af en tsunamibglge v (i km/h) er en potens-
funktion af havdybden d (i meter),[1]

v=11,2-d% .
Herera=0,50g b =11,2.

5.1 Grafen for en potensfunktion

Tallet a i definition 5.1 kaldes eksponenten. Dette tal bestemmer, hvorledes
grafen for en potensfunktion ser ud. Pa figur 5.1 kan man se, hvordan
grafens udseende endrer sig med forskellige veerdier af a.
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'Et eksempel er x™!, som er det samme som
i. Da man ikke ma dividere med 0 er denne
funktion ikke defineret for x = 0.
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@ Generelt geelder der folgende seetning:

For en potensfunktion f(x) = b - x* geelder, at

/
0<a<1 1. Hvis a > 0 er funktionen voksende.
2. Hvis a < 0 er funktionen aftagende.
b E
. Hvis man har grafen for en potensfunktion, kan man beregne de to kon-
a< —

(1) stanter a og b ud fra to punkter pa grafen. (Se figur 5.2.)

1

Figur 5.1: Grafen for en potensfunktion kan
se ud pa flere mader. Q Hvis grafen for en potensfunktion f(x) = b- x* gar gennem punkterne

P(x1, y1) og Q(xz2, y»), sa er

@ log () o

a=—77—"= og = o
f) | 0., 2) log (*> H

Bevis
Hvis P(x1, y1) og Q(xz, y») ligger pa grafen for f(x) = b- x% sa er

J(xa) P(x1, y1)

g b
i 1
X1 X yi=b-xf (5.1)
Figur 5.2: To punkter p4 grafen for en po-  Disse to ligninger kan man dividere med hinanden, hvorved man far
tensfunktion. bxa
x

Y2 _ 0% =

noobxt

Y2 _ Xp

== =

»nox

y2

a
ac
N <x1 ) '
Da dette er en eksponentiel ligning, bliver man nedt til at tage logaritmen
pa begge sider, for at lgse ligningen. Man far sa

2 X2
() ((2)) -
2 X2
w(3)-em(3) -
log (%) i
Hermed er formlen for a bevist.
For at bevise formlen for b, ser man pa ligning (5.1):
)

_ 1. .4 _
y1=b-x = i
1

Sé er formlen for b ligeledes bevist. ]
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5.2 Potensvaekst

En potensfunktion vokser pa den specielle made, at hvis den uafthesengige
variabel bliver ganget med en fast veerdi, s ganges den atheengige variabel
ogsa med en fast vaerdi.? Der gzelder nemlig folgende sztning.

For en potensfunktion f(x) = b - x* geelder, at hvis x ganges med et tal
k, sa ganges funktionsveerdien f(x) med k“.

Bevis
Hvis x ganges med k, sa bliver den nye funktionsveerdi f(k - x). Men

flk-x)=b-(k-x)"=b-k%-x*=k*-b-x"=k% f(x).

Altsa ganges funktionsveerdien med k*. (]

Eksempel 5.7 I tabel 5.3 kan man se, hvordan funktionen f(x) = 4x°
vokser. I denne funktions forskrift er eksponenten a = 3. Hvis x ganges
med 2 bliver y derfor ganget med 23, dvs. 8.

Eksempel 5.8 En potensfunktion f(x) = b-x? har en graf, der gar gennem
punktet (3, 7). Her kender man ikke veerdien af b, men man kan alligevel
finde et andet punkt, som funktionen gar igennem.

Hvis man ganger x med 4, fir man den nye veerdi 3 - 4 = 12. Den nye funk-
tionsveerdi far man da ved at gange den gamle (7) med 42 (idet eksponenten
a = 2). Dette giver

7-42=7-16=112.

Funktionens graf gar altsa ogsa igennem (12, 112).

At gange med et tal svarer til relativ veekst. Ganger man med et tal k har
man nemlig en relativ veekst pa k- 1. Det giver derfor mening at skrive tallet
k seetning 5.6 som 1 + ry, hvor ry er den relative veekst af den uafheengige
variabel x. Tallet k¢ bliver sa den relative veekst for den atheengige variabel
Y, sddan at

k=1+r og k=1+r,.

Dette kan sammenfattes i en seetning:

Hvis x-veerdien for en potensfunktion f(x) = b- x“ vokser relativt med
rx, sa vil funktionsveerdien vokse relativt med ry, hvor

T+ry=(1+nr)".

Eksempel 5.10 Funktionen f(x) = 4,2 x%° er en voksende funktion. Hvis
x vokser med 80% svarer det til, at r, = 0,80. Dvs.

1+71y=(1+080)" =1,342.

“Dog ikke den samme faste veerdi.

Tabel 5.3: Veekst af f(x) = 4x>.

X

1 4
:zgz 32
2[4 25

8 2048

*Der er intet specielt ved tallet 4, det kunne
have veeret hvilket som helst positivt tal.



‘I omskrivningen bruges, at % = x™".
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ry mé s& veere 0,342, hvilket svarer til 34,2%. Hver gang x vokser med 80%
vokser y altsa med 34,2%.

Eksempel 5.11 Funktionen f(x) = 5x72 er en aftagende funktion med
a = —-2. Hvis x vokser med 40% er ry = 0,40, dvs.

1+7ry=(1+0,40)"%=10,510.
Det svarer til, at
ry = 0,510 -1 = -0,490 = -49% .
Hvis x vokser med 40% falder y altsd med 49%.

Eksempel 5.12 Hvis man om en funktion f(x) = 2x> ved, at y er vokset
med 50%, hvor mange procent er sa x vokset?

Dette finder man ud af ved at sztte r, = 0,50 ind i formlen, s& man far

1+0,50=(1+r)°.

Denne ligning leser man:

1+4050=(1+r) <
JA50=1+r, <
JI50 -1 =ry PN

0,145 = ry .

x er altsa vokset med 14,5%, hvis y er vokset med 50%.

5.3 Proportionalitet
To variable y og x siges at veere ligefrem proportionale, nar
y=k-x,

hvor k er en konstant. Hvis man i stedet for k kalder konstanten b, har
man sammenhangen
y=b-x=b-x',

der er en potenssammenhzeng, med a = 1.

Pa samme méde er omvendt proportionalitet ogsé en potenssammenheaeng,.
To variable x og y er nemlig omvendt proportionale, nar x - y = k, hvilket
ogsa kan skrives som*

Omvendt proportionalitet er altsa en potenssammenheng, hvor a = -1.

Det giver folgende seetning.



5.4 Qvelser

For en potenssammenheng y = b - x* geelder,

1. Hvis a = 1 er y og x ligefrem proportionale.

39

2. Hvis a = -1 er y og x omvendt proportionale.

En ligefrem proportionalitet kan altsa beskrives ved potensfunktionen

flx)=b-x.

Grafen for denne funktion er en ret linje gennem (0,0),° dvs. der er i  5Strengt taget skal x > 0, for at man kan tale
princippet ogsa tale om en linezr funktion med hzeldningskoefficient b, ~©om en potensfunktion, men i dette tilfeelde

der skeerer andenaksen i 0.

er der ikke noget til hinder for at lade x
antage negative veerdier.

Ligefrem proportionalitet kan altsa bade opfattes som en potensfunktion
med eksponent 1 og som en lineger funktion, der skeerer andenaksen i 0.
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Ovelse 5.1
En potensfunktion f(x) har en graf, der gar igennem
punkterne (1, 3) og (4, 48).

a) Bestem en forskrift for funktionen.
b) Les ligningen f(x) = 12.

Ovelse 5.2
Grafen for en potensfunktion f gar gennem punkterne
(4,12) og (16,48).

a) Bestem en forskrift for funktionen.
b) Hvad er den relative funktionstilvaekst, hvis x har
en relativ veekst pa 0,25?

QDvelse 5.3
En potensfunktion er givet ved f(x) = 3x%%.

Hvor mange procent vokser funktionsveerdien, hvis x
vokser med 7%?

Ovelse 5.4
En potensfunktion er givet ved f(x) = 5 - x°.

a) Hvis x fordobles, hvor mange gange storre bliver
funktionsveerdien s&?

b) Hvis funktionsveerdien er blevet 9 gange storre,
hvor mange gange sterre er x sa blevet?

Ovelse 5.5
»Nar billetprisen eges med 10% falder passagerantallet
med 3%«.

a) Opstil en matematisk model for denne udvikling.

b) Hvor mange procent falder passagerantallet, hvis
billetprisen sges med 15%?

¢) Hvor mange procent skal billetprisen seenkes for
at passagerantallet stiger med 25%?






Polynomier

Funktionen
f(x)=3x*+x -4

tilharer gruppen af polynomier, som er en type af funktioner, der anvendes
i mange grene af matematikken. Det viser sig nemlig, at polynomier har
mange pne egenskaber.

Den generelle definition pa et polynomium er den felgende.

Definition 6.1

Et polynomium er en funktion af typen,
f(x) = apx" + p1x" P+t ax+a,

hvor koefficienterne qy, ... ,a, er reelle tal, a, # 0.

Tallet n, som skal veere et helt, positivt tal, kaldes polynomiets grad.

Nogle eksempler pa polynomier kunne veere:

Forstegradspolynomium:  f(x) = 3x + 1
Andengradspolynomium:  g(x) = 4x* - 3x +5

(
(
Tredjegradspolynomium:  h(x) = x> + 7x — 13
Fjerdegradspolynomium:  m(x) = 8x* + 7x*

(

Syttendegradspolynomium: p(x) = x'7 + 4x° .

Nar man skriver forskriften for et polynomium op, sorterer man normalt
leddene, sddan at eksponenterne star i reekkefalge med den hgjeste forst.
Dette er ikke strengt nedvendigt, men det ger, at man let kan finde graden
af polynomiet, idet graden er den hgjeste eksponent.’

Eksempel 6.2 Polynomiet f(x) = x + 4 - 3x? kan skrives som,
f(x) = -3x*+x+4,
hvorved det er nemmere at se, at det drejer sig om et andengradspolynomi-

um.

Forstegradspolynomier er virkeligheden linezere funktioner, sa de vil ikke
blive gennemgaet i dette kapitel. Meget af dette kapitel vil i stedet ga med
at gennemga egenskaberne for andengradspolynomier — med et afsluttende
afsnit om polynomier af hejere grad.
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'Et helt specielt tilfeelde er i gvrigt polyno-
mier af grad 0, som blot er konstante funk-
tioner; dvs. f.eks. f(x) = 9 eller g(x) = -14.



% definitionen kaldes de tre koefficienter for
ay, a; 0g ay, men da et andengradspolynomi-
um kun har 3 koefficienter, er det nemmere
blot at kalde dem a, b og c.

a>0

)

a<0

Figur 6.1: Grafen for p(x) = ax® i de to
tilfeelde, hvor a > 0 og a < 0.

(2)

Yo
(%0, Y0)

Figur 6.2: Grafen for p(x) = ax® parallel-

forskudt til f(x) = a(x - %)* + yo. O
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6.1 Andengradspolynomier

Et andengradspolynomium er et polynomium af grad 2. Ifelge definition 6.1
er det altsa en funktion af typen

f(x) = ax® + bx + ¢, (6.1)

hvor a, b og c er tre tal, og a # 0.2

Det simpleste andengradspolynomium, man kan forestille sig, er et anden-
gradspolynomium, hvor koefficienterne b og c begge er 0, dvs.

p(x) = ax® .

Grafen for p(x) = ax? kan ses pa figur 6.1. Denne type graf kaldes en
parabel. Som man kan se pa figuren aftheenger grafens udseende af veerdien
af koefficienten a: Hvis a > 0 vender parablens grene opad; er a < 0, vender

de nedad.

Dette skyldes, at x* altid er et positivt tal. Fortegnet for funktionsveardien
afheenger derfor kun af fortegnet for a.

Af figuren kan man ogsa se, at parablen er symmetrisk omkring anden-
aksen, dette skyldes, at (-x)? = x?, dvs. polynomiet p(x) har de samme
funktionsverdier i x og -x.

En sidste ting, man kan se pa figuren, er, at uanset hvilken veerdi, a har,
sa »vender« parablen i punktet (0, 0). Dette punkt kalder man parablens
toppunkt.

Hvis man i stedet ensker at se pa en parabel, der har toppunkt i (x, yp), kan
man parallelforskyde grafen for p(x). Dette kan ses pa figur 6.2. Den nye
parabel vil da veere symmetrisk omkring linjen x = x;, der kaldes parablens
symmetriakse.

Vha. seetning 1.16 kan man nu udlede folgende:

Parablen med toppunkt i (xy, yp) er graf for funktionen
f(x) = alx - x0)* + yo -

Bevis
Parablen med toppunkt i (xo, o) fas ved at parallelforskyde grafen for
parablen med toppunkt i (0, 0) med (x, yo)-

Parablen med toppunkt i (0,0) er graf for funktionen p(x) = ax?. Ifelge
setning 1.16 er parablen med toppunkt i (x, yo) derfor graf for

f(x) = p(x - x0) + yo = a(x - x0)? + Yo - m

Funktionsudtrykket i seetning 6.3 ligner ikke umiddelbart andengrads-
polynomiet i (6.1). Det viser sig dog, at man kan skrive om mellem den ene
og den anden form.


https://www.geogebra.org/m/qqny7z4x
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Eksempel 6.4 Funktionen f(x) = 3 (x - 2)? - 7 er graf for en parabel med
toppunkt i (2, -7).

Funktionens forskrift kan omskrives ved at gange parentesen ud og redu-
cere:

f(x) =3(x - 2)* -7
=3(x*+(-2)%-2-2-x)-7
=3(x*+4-4x)-7
=3x*+12-12x -7
=3x% - 12x +5.

Forskriften f(x) = 3(x - 2)? - 7 kan altsa skrives som
f(x)=3x* - 12x +5,
hvilket svarer fuldsteendigt til (6.1), hvor koefficienterne er

a=3, b=-12 og c=5.

Omskrivningen i eksempel 6.4 kan ogsa foretages helt generelt ved at regne
pa andengradspolynomiet f(x) = a(x — x0)* + o. S& far man

f(x) = a(x - x0)* + yo
2

a(x* + x¢ - 2x0%) + o

ax? + axg —2axyx + Yy

ax® + (~2axo)x + (axt + yo) .

Hyvis dette skal svare til forskriften
f(x) = ax® + bx + c,
skal koefficienterne veere de samme. Dette medforer at

b=-2ax, og c=axt+y. (6.2)
Ligningerne (6.2) kan bruges til at beregne koefficienterne b og ¢, nar
man kender toppunktet (xp, yp). Typisk vil et andengradspolynomium veere
skrevet pa formen (6.1), og man har derfor i stedet brug for at kunne beregne
toppunktet, nar man kender de tre koefficienter a, b og c.

For at skrive en simpel formel op for toppunktet, introducerer man diskri-
minanten,’
d = b* - 4ac .

Man har sa felgende szetning:

Andengradspolynomiet f(x) = ax® + bx + ¢ har toppunkt i (xy, yo),

hvor
d

0g Yo=-——

X0 = —— .
4a

2a

d = b? - 4ac er diskriminanten.

*Diskriminanten bruges til andet end blot
at beregne toppunktet, det giver derfor me-
ning at definere denne storrelse. Den dukker
op igen i afsnit 6.3 nedenfor.



@)

(2,-3)

Figur 6.3: Grafen for f(x) = x* — 4x + 1 har
toppunkt i (2, -3).

A o

Figur 6.4: Parabler kan have 2, 1 eller ingen
rodder.
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Bevis
For at bevise seetningen kan man se pa ligningen (6.2). Her fremgar det, at

b

b=-2ax, = -—— =X .

Formlen for x, er hermed vist.

Idet ¢ = ax? + y, far man

_ 2
Yo=c—axy .

Da det lige er vist, at x; = —% giver dette, at

b\? b? b?
e . A
2a 4q? 4a

Yo=c-a
_4ac b*  4ac-b* b -4ac  d
" 4a 4a  4a 4a  4a’

Hermed er formlen for y, ogsa bevist. L]

Eksempel 6.6 Grafen for andengradspolynomiet
f(x) = x* —4x +1

kan ses pa figur 6.3. For at bestemme toppunktet til denne parabel afleeser
man ferst polynomiets koefficienter. De er

a=1, b=-4 og c=1.

Herefter kan man beregne forstekoordinaten til toppunktet:

For at beregne andenkoordinaten, beregner man forst diskriminanten

d=0b"-4ac=(-4)*-4-1-1=12.

Andenkoordinaten til toppunktet er sa

d 12
=———=-3.

N T T e

Parablen har altsé toppunkt i (2, -3), hvilket ogsa kan ses pa figuren.

6.2 Readder

En parabel kan veere placeret saledes, at den skeerer forsteaksen. De x-
veerdier, hvori parablen skeerer forsteaksen kalder man polynomiets radder.

Andengradspolynomier kan have 2, 1 eller ingen redder, athaengig af, hvor-
dan parablen er placeret. Dette kan ses pa figur 6.4, hvor den ene parabel
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skeerer forsteaksen (2 redder), den anden parabel rorer forsteaksen i ét
punkt (1 rod) og den sidste parabel slet ikke rorer forsteaksen.

Redderne findes som sagt, der hvor parablen skeerer forsteaksen. Pa forste-
aksen er y = 0, dvs. redderne findes, der hvor f(x) = 0. Man kan altsé finde
redderne ved at lose andengradsligningen

ax’ +bx+c¢=0.

I afsnittet nedenfor udledes en lgsningsformel til denne ligning.

6.3 Andengradsligninger

I ligningen ax? + bx + ¢ = 0 er det ikke umiddelbart nemt at se, hvordan
man kan isolere x; det viser sig dog, at man kan udlede en lgsningsformel
for ligningen.

For at lose andengradsligningen
ax* +bx+c=0

beregner man forst diskriminanten d = b* - 4ac.

Der gelder da
1. Hvis d < 0 har ligningen ingen lgsninger.
-b+ Vd
2. Hvis d = 0 har ligningen lgsningerne x = ;\F
a

Bevis
Ligningen ax? + bx + ¢ = 0 kan omskrives pa folgende made:

ax’ +bx+c=0
4a-(ax’* +bx+c)=4a-0

4a°x? + dabx + 4ac = 0

I (|

4a®x? + dabx = -4ac

4a’x* + 4abx + b* = b* - 4ac .
Man sztter nu d = b? - 4ac, sa ligningen skrives
4a’x* + 4abx + b* = d
som ogsa kan skrives
(2ax)* +2-2ax-b+b* =d.

Venstresiden af denne ligning kan ses at veere kvadratet pa en toleddet
storrelse, dvs. ligningen bliver

(2ax +b)? = d .



*At der er mulighed for to forskellige for-
tegn, skyldes, at (-h)? = h?, hvilket betyder,
at ligningen x? = h? har bade h og -h som
lpsning.

*Hvis diskriminanten er 0, er ligningens lgs-
b

ning altsd x = - .

@)

Figur 6.5: Polynomiet f(x) = 2x? + 2x — 12
har redderne -3 og 2.
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Venstresiden af denne ligning er altid sterre end eller lig med 0, dvs. lignin-
gen kan kun lgses for d > 0. Hvis d = 0, fir man

(2ax + b)* = d =1

2ax + b ==+d =

2ax = -b+ d =
b+ d
X=—-:.

2a

Hermed er szetningen bevist. ]

Hvis man ser pa formlen i seetning 6.7, vil man opdage, at i det tilfeelde,
hvor d = 0, er der i virkeligheden kun én lgsning, idet®

-b+ 0 b

2a 2a°

I dette tilfeelde taler man om, at polynomiet har en dobbeltrod. Dette svarer
til at parablen lige preecis rorer forsteaksen i ét punkt (se figur 6.4).

Her folger et par eksempler pa, hvordan man bruger formlen.

Eksempel 6.8 For at finde redderne i andengradspolynomiet
f(x) =2x* +2x - 12,

finder man forst polynomiets koefficienter, som er

c=-12.

a=2, b=2 og

Herefter beregner man diskriminanten

d=b*-4ac=2"-4-2-(-12) = 100 .

Da d er positiv er der to redder. Disse kan beregnes som

~b++Jd -2+4100 -2+10
X = = = .
2a 2:-2 4

De to redder er sa

-2-10 -2+10

X = =-3 og x= =2,
4 4
hvilket man ogsa kan se pa figur 6.5.
Eksempel 6.9 Her lgses ligningen
x> +8x-16=0.

Koeflicienterne er

a=-1, b=8 og c=-16,
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og diskriminanten er

d=b -4ac=8"-4-(-1)-(-16) = 0.

Ligningen har derfor lgsningen

__b___8
YT T T2 ()

Eksempel 6.10 For at finde redderne i andengradspolynomiet

f(x)=3x*+2x+5,

beregner man diskriminanten

d=b*-4ac=2°-4-3.5=4-60=-56.

Da diskriminanten er negativ, har polynomiet ingen redder, hvilket er

illustreret pa figur 6.6.

Simple andengradsligninger

Det viser sig, at det ikke altid er nedvendigt at bruge diskriminantformlen
for at lase en andengradsligning. Hvis enten b eller c er 0, s& kan ligningerne

lgses pa en meget nemmere made.
Eksempel 6.11 (b = 0) I andengradsligningen

3x2-75=0

=4.

er koefficienten b = 0. Denne ligning kan leses saledes:

3x%-75=0 =
3x% =75 PN
x? =25 PN
x=+yJ25 =
X =45.

Her skal man blot huske, at der er to mulige lgsninger, nar man tager

kvadratroden: En positiv og en negativ.
Eksempel 6.12 (¢ = 0) I andengradsligningen

2x% +14x =0

er ¢ = 0. Her kan ligningen lgses ved at seette uden for parentes og bruge

nulreglen:
2x% +14x =0
2x-x+7-2x=0
2x-(x+7)=0

2x=0 v x+7=0

x=0 v x=-7.

I

@

Figur 6.6: Polynomiet f(x) = 3x? + 2x + 1
har ingen redder.



®Argumentet gjaldt for polynomiet p(x) =
ax?, men da f(x) = ax® + bx + c er en paral-
lelforskydning af p(x), mé der geelde samme
sammenheng her.
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6.4 Koefficienternes betydning

Der er en sammenhgeng mellem grafen for et andengradspolynomium
f(x) = ax? + bx + ¢ og koefficienterne a, b, c og diskriminanten d. I dette
afsnit ses neermere pa de sammenhaenge, der geelder.

I afsnit 6.1 ovenfor, blev der argumenteret for, at fortegnet for a afger, om
parablen vender grenene opad eller nedad.®

Forstekoordinaten til toppunktet er x, = —%. Hvis a og b har samme
fortegn bliver xy derfor negativ. I dette tilfeelde ligger toppunktet til venstre
for andenaksen. Omvendt ma toppunktet ligge til hejre for andenaksen,
hvis a og b har forskellige fortegn.

I den situation, hvor b = 0, far man xy = —% = 0; her ligger toppunktet
altsa placeret pa andenaksen.

Hvis man indseetter x = 0 i forskriften for andengradspolynomiet, far man
f0)=a-0°+b-0+c,

dvs. parablen gar gennem punktet (0, ¢). c er altsa skeeringen med anden-
aksen.

Sammenhengen mellem diskriminanten d og parablens placering i ko-
ordinatsystemet blev gennemgéet i foregaende afsnit. Her blev der bl.a.
argumenteret for, at nar d < 0 skeerer parablen ikke forsteaksen.

Samlet set har man felgende seetning.

Lad et andengradspolynomium veere givet ved
f(x) = ax* + bx + ¢,

og lad d veere diskriminanten.

Polynomiets graf er da en parabel, hvorom der geelder folgende:

1. Hvis a > 0 vender parablen grenene opad. Er a < 0 vender
grenene nedad.

2. Hvis a og b har samme fortegn, ligger toppunktet til venstre for
andenaksen. Har de modsat fortegn, ligger toppunktet til hojre
for andenaksen; og er b = 0 ligger toppunktet pa andenaksen.

3. Parablen skeerer andenaksen i punktet (0, c).

4. Hvis d > 0 har parablen to skeeringer med forsteaksen. Er d < 0
skeerer parablen ikke forsteaksen; og er d = 0 rerer parablen
forsteaksen i ét punkt.
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6.5 Faktorisering

Hvis et andengradspolynomium f(x) = ax? + bx + ¢ har to redder r; og r,
er disse givet ved

~b+d -b-d
n=—— N rp=—"7—"—.

2a 2a

Det viser sig, at i dette tilfzelde kan polynomiet ogsa skrives som
f(x) = alx - r)(x-r).
Man siger, at polynomiet er faktoriseret.’

Eksempel 6.14 Hvis man vil faktorisere andengradspolynomiet f(x) =
3x? - 3x - 6 skal man forst finde redderne. For at gore dette skal man forst
udregne diskriminanten,

d=0b*-4ac=(-3)*-4-3-(-6)=81.

De to redder er derfor

_-b+Nd  —(-3)+ 81 _

T e T 23 T
og

rz_-b—ﬁ_—(—a—m__

2a 2-3
Polynomiet kan nu faktoriseres:

f(x) = a(x - r)(x - nr)

3(x - 2)(x - (-1))
=3(x-2)(x+1).

Det smarte ved at faktorisere et polynomium er, at man uden videre kan
afleese redderne.® Faktisk geelder der, at et polynomium, der ikke har redder,
ikke kan faktoriseres.

: b
De to andengradspolynomier f(x) = ax?® + bx + ¢ og p(x) = x* + 2

have de samme redder.” Faktoriseringen af p(x) ma veere

c o
X+ <, ma

plx) = (x-r)(x-r),
da koefficienten til andengradsleddet er 1.

Ganger man parenteserne sammen, fair man

2 X —nx+rn =Xt - (r + r)x+rr.

p(x) = x

Dette polynomium skal veere det samme som det oprindelige, dvs. koeffici-
enterne skal veere de samme. Derfor er
b c

—— =n+n N — =nNnry.
a a

Da polynomiet f(x) = ax® + bx + ¢ har de samme rodder, mé dette udsagn
ogsa geelde for dette polynomium.

Dette kan bruges til at geette redderne i et andengradspolynomium.

’ At man kan foretage denne omskrivning,
kan man overbevise sig selv om ved at re-
ducere

( —b+ﬁ>< —b—xﬂ)
al x- X-—
2a 2a

og se, at det giver ax? + bx + c.

$Hvis et andengradspolynomium har én rod
r, vil faktoriseringen veere f(x) = a(x - r)?,
og r kaldes da for en dobbeltrod.

Det folger af, at nar ax® + bx + ¢ = 0, mi
der ogsa geelde x? + 2x + £ = 0.

a



OEt ekstremum er en samlet betegnelse for
et maksimum eller et minimum.

"Der findes formler til at beregne redder-
ne i et tredjegrads- og et fjerdegradspoly-
nomium, men disse er meget vanskelige at
arbejde med. For polynomier af grad 5 eller
hgjere er det derimod bevist, at man ikke
kan udlede en generel losningsformel.[3]
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Eksempel 6.15 Hvis man skal komme med et bud pa redderne i polyno-
miet f(x) = 4x% - 12x + 8 starter man med at beregne

b -12
=3

og

Ud fra de foregidende argumenter kan man se, at summen af redderne
(r1 + r2) skal give 3, mens produktet (rr;) skal give 2. Dette geelder kun for
tallene 1 og 2, derfor ma det veere redderne.

Alle disse resultater kan opsummeres i felgende seetning:

Hvis et andengradspolynomium f(x) = ax?® + bx + ¢ har mindst én rod,
kan det faktoriseres, dvs. skrives pa formen

f(x)=a(x-n)x-r),
hvor r; og r; er de to redder (hvis der kun er én rod, er r; = ry).

For de to redder geelder der desuden, at
b

n+r=-—,
a
og

[
rrp=—.
a

6.6 Polynomier af hojere grad

Polynomier af grad sterre end 2 er ikke helt sa simple at beskrive. Pa
figur 6.7 kan man se grafer for polynomier af grad 3 til 6. Som man kan se
pa figuren »vender« graferne flere gange, jo heajere grad, polynomiet har.
De punkter, hvor grafen vender, kalder man polynomiets ekstrema.'’

Da graferne kan have mange ekstrema, er det ogsa muligt for grafen at
skeere forsteaksen mange gange. Det er derfor ikke muligt at udlede simple

losningsformler for redderne.!!

Ovenfor blev det gennemgaet, hvordan man kan faktorisere andengradspo-
lynomier. Polynomier af hojere grad kan ogsa faktoriseres, hvis man kender
rodderne. Helt generelt geelder der, at hvis r er en rod i polynomiet p(x)
kan p(x) omskrives til

p(x) = (x-r)-q(x),

hvor ¢(x) ogsa er et polynomium. Graden af ¢ er 1 mindre end graden af p.
Dvs. hvis p er et fjerdegradspolynomium, er q et tredjegradspolynomium
osV.

Heraf kan man udlede, at et polynomium af grad n hejst kan have n rgdder.
Der geelder derfor folgende seetning.
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() @

/\ (1)

AT

(a) Et tredjegradspolynomium. (b) Et fjerdegradspolynomium.

() @

(c) Et femtegradspolynomium. (d) Et sjettegradspolynomium.

Der geelder:

1. Et polynomium af grad n har hejst n redder.

2. En n’te-gradsligning har hgjst n lesninger.

Da der ikke findes nogen generel lgsningsformel til at bestemme redderne
i et n’te-gradspolynomium, ma man anvende andre teknikker. CAS-veerk-
tojer har som regel en indbygget »faktor«-funktion, der kan bruges til at
faktorisere polynomier.

Eksempel 6.18 Polynomiet f(x) = 2x> - 16x? + 2x + 84 omskrives vha. et
CAS-veerktgj til

fx)=2-(x+2)-(x-3)-(x-7),

hvorved man med det samme kan se, at dette tredjegradspolynomium har
redderne -2, 3 og 7.

Eksempel 6.19 Fjerdegradspolynomiet f(x) = x* - x> - 19x% - x - 20, kan
vha. et CAS-veerktgj faktoriseres til

f(x)=(x—5)-(x+4)-(x2+1).

Figur 6.7: Her ses graferne for fire polyno-
mier af grad hgjere end 2. Som man kan se
pa figuren, »bugter« grafen mere og mere,
jo hgjere grad, polynomiet har.
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Polynomiet har altsa de to redder -4 og 5.

At polynomiet ikke kan faktoriseres yderligere skyldes, at andengrads-
polynomiet x? + 1 ikke har nogen redder. Det er ogsa derfor, der kun er 2
redder, selv om f(x) er et fjerdegradspolynomium.

I eksemplet ovenfor sas et fjerdegradspolynomium, der kun havde 2 redder.
Faktisk er det muligt at konstruere et fjerdegradspolynomium, der slet ikke
har redder. Dette er til gengeeld ikke muligt at gere for et femtegradspoly-
nomium. Grunden hertil kan man maske ane pa figur 6.7. Generelt geelder
der, at et polynomium af ulige grad altid vil have mindst én rod.

Man kan i gvrigt bruge faktorisering til at konstruere et polynomium med
specifikke redder, hvilket er vist i dette afsluttende eksempel.

Eksempel 6.20 Et tredjegradspolynomium med redderne -1, 4 og 7 er
f.eks.

fE)=(x-(-1)-(x-4)-(x-7),

hvor man kan gange parenteserne ud og fa

f(x) = x> - 10x% + 17x + 28 .

6.7 Ovelser

Ovelse 6.1
Hvilke af disse funktioner er polynomier? Og hvad er
deres grad?

c) fs(x)=x3+2x% - 6x
7

e) fs(x) = 2% - x*

£) fi(x) = 213x89364521

Ovelse 6.2

Angiv toppunktet (xo, o) pa grafen for nedenstaende
andengradspolynomier. Omskriv derefter forskriften, sa
den star pa formen f(x) = ax® + bx + c .

a) filx)=(x-4)"+3
b) fa(x)=-2(x-1)*+7
¢ fi(x)=3(x+3)°+3

Ovelse 6.3

Angiv toppunktet (xo, yo) pa grafen for nedenstaende
andengradspolynomier. Omskriv derefter forskriften, sa
den star pa formen f(x) = ax? + bx + c .

Ovelse 6.4
Beregn toppunktet pa grafen for hver af de nedenstaen-
de andengradspolynomier.

a) filx)=x%-2x+2

b) fo(x)=-x*+5

c) fa(x)=-3x%+12x-13
d) fa(x)=3x*+2x+4

e) fs(x)=-4x% + 24x + 35
f) fo(x)=3x*-6x+6
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Ovelse 6.5 Ovelse 6.10
Angiv koefficienterne a, b og c for hver af ligningerne. Find skeeringerne med akserne samt toppunktet for fol-
Udregn desuden d og los derefter ligningerne: gende andengradspolynomier:
a) 2x’+4x-16=0 b) -x>-2x+3=0 a) fi(x)=3x*-3
¢) 2x*-4x+6=0 d) 4x*-6x-4=0 b) fo(x) = 2x* +7x +2
e) 2x?+6=8x f) 2x+15= x? ¢) fi(x)=-1x" - 6x+5
d) filx) = -1x? - x
Qvelse 6.6 _
Los folgende ligninger uden brug af hjeelpemidler: ) fi(x) = =33 6x -7
f) fo(x) = 3x—1
a) x>+x-1=0 b) 4x?-2x-12=0
3x? - 6x 4320 Q) 22 6-0 Ovelse 6.11
c) 3x"-6x+3= ) X -x-6= Py, P, P, P, og Ps er grafer for forskellige andengradspo-
lymier, der kan skrives pa formen
Ovelse 6.7

Los ligningerne herunder - eller gor rede for, hvorfor de
ikke har lgsninger. Nulreglen kan med fordel anvendes
flere steder.

f(x)=ax?+bx+c

Diskriminanten betegnes d.

a) 2x2=0 b) (x-12=0
A
c) 7(x+2)?%=0 d) 2x?=8 ,
3
e) x2-5x=0 f) 3x2-27x=0
g) 2x%+50x =0 h) x> +6=0 ~
QDvelse 6.8 v
Los folgende ligninger — eller gor rede for, hvorfor de P,
ikke har lgsninger:
P,
a) -5x2=0 b) 2x-4)?2=0
¢) —3(x+3)! =0 d) 3x? = 48 Boestem i hvert af tllf%ldel}e fortegnene for a, b, c og d
pa grundlag af graferne pa figuren.
e) x*+1x=0 f) 3x2-27=0

Lad a; betegne andengradskoefficienten for P; osv. Skriv
g 7x*+51=0 h) -x?+36=0 koefficienterne aj, a,, as, a4 og as i reekkefolge med den
storste farst.

Ovelse 6.9
Nedenfor ses forskrifterne for en raekke andengradspo- Ovelse 6.12 o
lynomier: Oples folgende andengradspolynomier i faktorer:
a) fi(x)=2x%+3x a) f(x)=x*-x-30
) falx) = -3x* + x +1 )g(x):gx -x-4
) f3(x) = —*x +2x+4 ¢) h(x)=3x*+6x - 429
d) filx) = -x* + 4 Ovelse 6.13
Angiv en forskrift for det andengradspolynomium, hvis
2
) S = e 23 graf gar gennem de angivne punkter:
f) fi(x)=Eix*+x+1

a) (1,0),(5,0)0g(0,3)  b) (-1,0),(3,0) og (1,2)
Graferne for funktionerne er parabler. Seet disse i reekke-
folge, sa den stejleste parabel, der vender grenene opad, @velse 6.14
star forst, og den stejleste, der vender grenene nedad, Brug et CAS-veerktgj til at faktorisere de folgende poly-
star sidst. nomier, og bestem deres redder:
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Dvelse 6.18

a) x*-3x+5x2-9x+6 ' ) ]
Figuren herunder viser grafen for polynomiet f.

b) x®-x*-16x%+16
(2)

c) 2x° - 2x* - 94x3 + 202x% + 452x — 560
d) 1x* -5x%-16x +48 1
1

Ovelse 6.15 v !
Opskriv et tredjegradspolynomium med redderne -2, 3
og 7.
Ovelse 6.16
Fjerdegradspolynomiet f har redderne -3, 0, 1 og 5, og
polynomiets graf gar gennem punktet (-1, 8).

Bestem en forskrift for polynomiet. a) Hvilken grad mé f mindst have?

Ovelse 6.17 . .
Grafen for tredjegradspolynomiet g gar gennem punk- D4et oli)lyses, at graden af f er 4, og at koefficienten til

terne (~1,0), (0,3), (6,0) og (7, 4). e

Bestem polynomiets forskrift. b) Bestem en forskrift for f.



Trigonometriske funktioner

De trigonometriske funktioner er en gruppe af funktioner, der kan anven-
des til at beskrive svingninger, og som ogsa hyppigt anvendes inden for
geometri. I dette kapitel beskrives de tre trigonometriske funktioner sinus
(sin), cosinus (cos) og tangens (tan).

De tre funktioner bliver defineret ud fra det, man kalder enhedscirklen. Det
er en cirkel med radius 1, som er placeret i et koordinatsystem, sddan at
centrum ligger i (0, 0), se figur 7.1.

I stedet for at lade x betegne forstekoordinaten, lader man x betegne bue-
leengden fra punktet (1, 0) og mod urets retning, se figur 7.1 (hvis man gar
med uret, bliver x negativ).

Gér man x op langs enhedscirklen kommer man til punktet P. Cosinus og
sinus defineres som hhv. forste- og andenkoordinaten til dette punkt, se
figur 7.2. Tangens er forholdet mellem sinus og cosinus.

De tre funktioner defineres altsa pa folgende made:

Definition 7.1

Lad P veere slutpunktet for buen med leengde x. Sa er

1. cos(x) lig med P’s forstekoordinat.
2. sin(x) lig med P’s andenkoordinat.

3. tan(x) = Sg;((f())

Bemeerk, at tan(x) kun er defineret, hvis cos(x) # 0.

Enhedscirklen er en cirkel med radius 1. Herudfra kan man beregne en-
hedscirklens omkreds, som er 2mtr = 27 - 1 = 2. Dvs. at hvis bueleengden
er 1t sa svarer det til en halv cirkel, og punktet P har koordinaterne (-1, 0).
Hvis bueleengden er -7, sd har man bevaget sig en kvart cirkel med uret,
og P har koordinaterne (0, -1). Figur 7.3 viser nogle sammenhzange mellem
bueleengder og koordinater, bade grafisk og pa tabelform.

Da sin(x) og cos(x) er koordinater til et punkt pa enhedscirklen, som jo
har radius 1, felger det i gvrigt, at bade sin(x) og cos(x) ma ligge mellem
-1o0g 1, altsa at

-1 <cos(x) =<1 og -1<sin(x)<1.
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1)

iR

Figur 7.1: Enhedscirklen og bueleengden x.

@)

in(x) +

1)

cos(x)

s

Figur 7.2: Definitionen pa cos(x) og sin(x).

o


https://www.geogebra.org/m/tbbg6wn2

56 Trigonometriske funktioner

Figur 7.3: Pa figuren til venstre ses koordi-
naterne for endepunkterne af en reekke buer

med forskellig leengde. I tabellen til hgjre
ses de samme informationer, nu blot angi- L
vet som cosinus og sinus til de forskellige
veerdier af x. x cos(x) sin(x)
0,2 -
(-1,8 -3 0 -1
-0,524 0,866 -0,5
0,873 0,643 0,766
b -1 0
(0,
(a) Endepunkterne for forskellige bueleengder (b) Tabel over sammenhzengen.

Ved at se pa symmetri i enhedscirklen, kan man udlede folgende seetning,
der ikke bevises:

Der geelder
1. cos (% - x) = sin(x) 4. sin(-x) = - sin(x)
2. sin (% - x) = cos(x) 5. cos(mt - x) = - cos(x)
3. cos(—x) = cos(x) 6. sin( — x) = sin(x)

Idet radius i enhedscirklen er 1, geelder der ogsa felgende sammenhaeng
mellem cosinus og sinus, som kan udledes ved at anvende Pythagoras’
saetning:

)

1 Der geelder
| /\ | | /\ " cos(x)? + sin(x)* = 1.
Fo o/
1

7.1 Grafer for de trigonometriske funktioner
@
Cosinus og sinus kan behandles som matematiske funktioner, helt pa linje
E med andre typer funktioner, bl.a. kan man tegne deres grafer. Graferne for
A de to funktioner kan ses pa figur 7.4.

| A \ (1)
N \vzn _M 'vn 3 Man kunne fristes til at tro, at fordi enhedscirklen har en omkreds pa 2m, sa

har cos(x) og sin(x) kun funktionsveerdier, nar x ligger i intervallet mellem
0 og 27w, men dette er ikke rigtigt. Veerdier af x, der ligger over 27, svarer
. blot til, at man gar mere end én omgang rundt i cirklen; mens de negative
(overst) og sin(x) (nederst). . ] o . . e
Q veerdier svarer til, at man gar modsat rundt. Funktionsverdierne vil sa
gentage sig selv for hver hel omgang, man gar rundt i cirklen — dette er

beskrevet neermere nedenfor.

Figur 7.4: Graferne for funktionerne cos(x)

Pa graferne er forsteaksen inddelt i enheder af 7. Dette skyldes, at det er ud
for disse veerdier, graferne skeaerer forsteaksen og antager deres maksima
og minima. Hvis x’s veerdi er en brekdel af &, er det ogsa i mange tilfzelde
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muligt at angive de eksakte veerdier af cos(x) og sin(x). Nogle af de eksakte

funktionsveerdier af cos(x) og sin(x) kan ses i tabel 7.5. Tabel 7.5: Funktionsvaerdier for cos og sin.

o x cos(x) sin(x)
Periodicitet

|
A

Ved at se pa graferne for de to funktioner, kan man udlede, at de er periodi-

ske.

|
—_

|
R

At en funktion er periodisk betyder, at funktionen »gentager sig selv«. Man
kan se pa graferne for cos(x) og sin(x), at hver gang man gar 27 frem eller
tilbage pa forsteaksen, finder man de samme funktionsveerdier.

S = m‘&m‘é‘ o

Dette skyldes, at cosinus og sinus er defineret ud fra enhedscirklen, og 21t
svarer til en hel omgang rundt i cirklen. Derfor vil cos(x) og sin(x) have
samme veerdi, nar x stiger eller falder med et helt tal gange 2m, dvs.

©lF Q mEwEeE o
I
—_

N
A

—_
=

cos(x + k - 21) = cos(x)

sin(x + k - 271) = sin(x) hvor k er et helt tal .

Man siger, at de to funktioner er periodiske med perioden T = 27. Perioden
kan i evrigt ogsa afleeses som afstanden mellem to af belgetoppene pa
grafen.

Fordi de to funktioner er periodiske, kan de bruges til at beskrive en lang
reekke feenomener i naturen, der udviser et gentagende menster, som f.eks.
belger og svingninger.

Tangens

I det ovenstaende er tangens ikke blevet omtalt. Grafen for tan(x) kan ses )

pa figur 7.6. Som man kan ane pa figuren, gar funktionsveerdien mod oo
3n 5m

hhv. —co nar x nermer sig i%, +%, 7% osv.

Dette skyldes at tan(x) er defineret som

sin(x)

tan(x) =

cos(x) ’

og det er netop i disse veerdier af x, at cos(x) = 0.

Som man maske ogsa kan se pa figuren er tan(x) periodisk med perioden
TT. Figur 7.6: Grafen for tan(x).

7.2 Svingninger

Som neevnt ovenfor, kan de trigonometriske funktioner cosinus og sinus
bruges til at beskrive svingninger. Mange svingninger kan beskrives vha.
grafer, der er »bglgeformede« pa samme made som graferne for cosinus
og sinus (se figur 7.4). Funktioner, der har den type grafer, har formen
f(x) = a-sin(bx + c). Man kan derfor definere sinussvingninger pa folgende
made:



Figur 7.7: Graferne for f(x) = sin(x), g(x) =

2 sin(x) og h(x) = 4 sin(x).

()

Figur 7.8: Graferne for f(x) = 3sin(x),

g(x) = 3sin (1x) og h(x) = 3sin(2x).

)

Figur 7.9: Graferne for de tre funktioner
f(x) = 3sin (%x), g(x) = 3sin (%x + 2) og

o

h(x) = 3sin (1x - 1).
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Definition 7.4

En sinussvingning er grafen for en funktion af typen
f(x)=a-sin(bx+c)+d,

hvor a > 0, b > 0, og c og d er vilkarlige tal.

Man kan nu undersgge, hvordan konstanterne a, b, c og d pavirker grafens
udseende.

Pa figur 7.7 ses graferne for de tre funktioner

f(x) = sin(x) ,

Disse tre funktioner adskiller sig kun i veerdien af tallet a. Som man kan se
har alle graferne samme form, men ikke samme hgjde. Tallet a bestemmer
altsé belgehgjden — dvs. afstanden fra forsteaksen til belgetoppene - pa
graferne.

g(x) = 2sin(x) og h(x)=4sin(x) .

Herefter underseges 3 funktioner med forskellige veerdier af b. Det kunne
f.eks. veere

f(x) =3sin(x), g(x)=3sin (%x) og h(x) = 3sin(2x) .

Som det fremgar af figuren, s& har de tre grafer samme belgehgjde — hvilket
skyldes, at de alle har a = 3 — men de svinger til gengeeld ikke lige hurtigt,
dvs. de har forskellig periode.

For funktionen sin(x) var perioden 27. Dvs. nér x lgber fra 0 til 27t gennem-
forer grafen én svingning. Men hvad nu med funktionen f(x) = a - sin(bx)?
Denne funktion ma gennemlgbe en hel svingning, nar bx gar fra 0 til 25

Man lgser derfor de to ligninger bx = 0 og bx = 27 og far:

bx=0 = x=0
_27[

bx =2mn = X = .
b

Altsa svarer funktionens periode til, at x leber fra 0 til 27“. Det betyder, at

jo sterre tallet b er, desto mindre er perioden, hvilket man ogsa kan se pa

figur 7.8. Perioden T er altsa T = %’“

Tallet ¢ kan man ogsa undersoge ved at tegne grafer for funktioner med
forskellige veerdier af c, se figur 7.9. De tre funktioner har forskrifterne

f(x) =3sin (%x) ,  g(x)=3sin (%x + 2) og h(x)=3 (%x - 1) .

Som man kan se, er de tre grafer parallelforskydninger af hinanden. Fordi
sin(x) skeerer forsteaksen, nar x = 0, vil grafen for a - sin(bx + c) skeere
forsteaksen, nar bx + ¢ = 0, dvs. ndr x = —;. Dette tal kaldes faseforskydnin-
gen, og det viser, hvor grafen skeerer forsteaksen »forste gang«. Idet grafen
skeerer forsteaksen, hver gang der er gaet en halv periode, kan man finde
de andre skeeringer med forsteaksen ved at leegge en halv periode et helt

antal gange til faseforskydningen (eller treekke den fra et helt antal gange).
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Idet periodener T = 27”, er en halv periode 7, og dvs. grafen skeerer grafen
forsteaksen i
-C-2m -c-M ¢ -Cc+TM —-Cc+2W —c+3m

ey b s b ,—E, b s b B b yeee o

I alle funktionerne ovenfor er tallet d = 0, og graferne svinger alle omkring
forsteaksen, dvs. linjen med ligningen y = 0. Nar man gendrer veerdien af
d, parallelforskyder man grafen i lodret retning (se ogsa afsnit 1.5), dvs.
grafen vil sa svingen omkring linjen med ligningen y = d. Tallet d kaldes
ogsa funktionens ligevaegtsvaerdi.

Resultaterne kan opsummeres i folgende seetning:

For funktionen f(x) = a - sin(bx + c¢) er
1. alig med amplituden, dvs. den lodrette afstand fra ligeveegts-
veerdien d til belgetoppene,
2. perioden (dvs. afstanden fra belgetop til belgetop) lig med 27”,
3. faseforskydningen lig med -, og

4. d lig med ligeveegtsverdien, dvs. grafen svinger omkring linjen
med ligningen y = d.
Eksempel 7.6 Funktionen f er givet ved
f(x) =4,5-sin(0,43x + 1,2) .
Funktionens graf kan ses pa figur 7.10.

f har en amplitude pa a = 4,5, dvs. belgetoppene har en hegjde pa 4,5 over
forsteaksen.

Konstanten b = 0,43, dvs. perioden er

21

Faseforskydningen beregnes ud fra ¢ = 1,2, og man far

c 1,2 B
3" o 28
Grafen skeerer altsé forsteaksen i —2,8. Vil man finde de andre nulpunkter,
kan man leegge en halv periode (dvs. § - 14,6 = 7,3) til eller treekke den fra

et vilkarligt antal gange.

Cosinus

Grafen for cosinus-funktionen er ogsa en bglge. Men ifglge seetning 7.2, sa
er

cos(x) = cos(-x) = cos (% -x- %) = cos (% - (x + %)) = sin (x + %) .

Altsa er cosinus-funktionen faktisk sinus-funktionen med en faseforskyd-
ning pa -5. Dvs. at en svingning, der kan beskrives vha. en cosinus-
funktion, lige s& godt kan beskrives vha. sinus.

£

Figur 7.10: Grafen for f(x) = 4,5-sin(0,43x+
1,2).



'Der er ingen matematisk grund til, at man
har valgt tallet 360. Faktisk er det et levn fra
det babyloniske 60-talssystem.[2]

Figur 7.11: Sammenheaengen mellem grader
og radianer.

@)

_

0,628
36°
(1)

Figur 7.12: 36° svarer til 0,628 radianer.

’De tre funktioner kaldes undertiden ogs&
arccos, arcsin og arctan. »arc« star for arcus,
som betyder »bue« pa latin. arcsin er altsa
den bue, hvis sinus har en bestemt veerdi.

I computerprogrammer kaldes de tre
funktioner i gvrigt ofte asin, acos og atan.
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7.3 Grader og radianer

Sinus og cosinus er ovenfor blevet defineret ud fra bueleengder i enheds-
cirklen. Men i virkeligheden kunne man lige s& godt have defineret dem ud
fra de vinkler, som buerne udspeender. Man kan faktisk male sterrelsen af
en vinkel ved at se, hvor stor en bueleengde pa enhedscirklen, den svarer til.
Nar man ger det, siger man at vinklen er malt i radianer. Vil man hellere
have vinklen i grader, er det forholdsvist simpelt at regne om mellem de to
mal.

En cirkel svarer som bekendt til en vinkel pa 360°.!

Da enhedscirklens omkreds er 2w, kommer 27w radianer altsa til at svare
til 360°. Og en ret vinkel (90°) kommer til at svare til 7. Figur 7.11 viser
sammenhzngen mellem grader og radianer som vinkelmal.

Da 2mt i radianer svarer til en hel cirkel, og 360° ogsa svarer til en hel cirkel,

far man
o1

T 180°
dvs. man kan omregne fra grader til radianer ved at gange med 35

kan sa regne om fra radianer til grader ved at gange med den omvendte
brok 2.

360°=2n < I°

.Og man

Eksempel 7.7 Hvad er vinklen 36° i radianer?
For at svare pa dette spergsmal beregnes

T _3675

36° - =
180°

s
— = —-=0,628 .

180 5

36° svarer altsa til £ radianer. Dvs. en vinkel p& 36° spaender over en bue
med leengden 0,628 i enhedscirklen, se figur 7.12.

Hvis man betragter de trigonometriske funktioner som matematiske funk-
tioner, vil man normalt ikke regne i grader. Men de trigonometriske funk-
tioner finder ogsa anvendelse i losningen af geometriske problemer, hvor
de kan bruges til at omregne mellem leengder og vinkler — og her vil det
veere naturligt at angive vinklerne i grader, frem for i radianer.

7.4 Inverse trigonometriske funktioner

I dette afsnit gennemgas de sakaldt »inverse trigonometriske funktioner«

sin”!, cos™! og tan"1.2 De tre funktioner bruges til at lose ligninger, hvor

man kender sinus, cosinus eller tangens til den ubekendte. De giver altsa

bueleengden, hvis man kender enten cosinus, sinus eller tangens.
Eksempel 7.8 For at lose ligningen cos(x) = 0,8 bruges cos™':

cos(x) = 0,8 = x = cos 1(0,8) .

cos™1(0,8) regnes ud pa en lommeregner, og man far

x = cos 1(0,8) = 0,644 .
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Eksempel 7.9 Ligningen sin(B) = 0,5 loses saledes:

sin(B) = 0,5 = B =sin"1(0,5) = 0,524 .
Som det fremgar af eksemplerne ovenfor, far man kun én lgsning. Men
cosinus og sinus er periodiske funktioner, sa ligningerne har i princippet

uendeligt mange lgsninger. Men en udregning pa en lommeregner kan
selvfelgelig kun give én. Spergsmalet er sa, hvilken?

Det viser sig at der geelder folgende:

1. cos™! giver altid tal i intervallet fra 0 til 7.
2. sin”! giver altid resultater i intervallet fra -7 til 7.

3. tan! giver altid resultater i intervallet fra -7 til 7.

Hvis man vil finde flere losninger, skal man derfor teenke sig godt om -
eller lgse ligningerne grafisk vha. et CAS-veerktgj.

7.5 Ligninger med cos og sin

I dette afsnit gennemgés, hvordan man kan lgse ligninger med cosinus og
sinus og finde alle lesningerne. Fordi sinus og cosinus er periodiske, sa vil
ligninger, der involverer disse funktioner, som tidligere neevnt ofte have
mere end én lesning — og typisk uendeligt mange lesninger.

Hvis man f.eks. skal lgse ligningen sin(x) = a, hvor a er et eller andet tal,
er en af lesningerne
x = sin"!(a) .

Men sin™! giver - som naevnt ovenfor — kun den af lgsningerne, der ligger
mellem -7 og 7.> P4 figur 7.13 kan man se angivet pa enhedscirklen, at der
ogsa er en anden lesning, som er givet ved

x =1 - sin"(a) .

Idet man kan leegge et helt antal gange 2 til x og f4 de samme funktions-
veerdier, betyder det, at ligningen sin(x) = a har lasningerne

x=sin'(a@)+k-21 v x=m-sin'(a)+k-2n, k€Z.

Samme type argument kan man lave for ligningen cos(x) = a, sadan at
man far felgende setning:*

Nar -1 < a =< 1, geelder
1. Ligningen cos(x) = a har lesningerne
x=cos(a)+k-21 v x=-cos(a)+k-2n, ke€Z.
2. Ligningen sin(x) = a har lesningerne

x=sin'(a)+k-21 v x=m-sin'(a)+k-2n, k€Z.

7 - sin"!(a)

sin"!(a)

-
[

1)

Figur 7.13: Ligningen sin(x) = a har to
lgsninger mellem 0 og 2.

$Hvilket svarer til —90° og 90°.

“Bemeerk i gvrigt, at -1 < a < 1, idet funk-
tionsveerdierne for bade cos og sin ligger i
dette interval.
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Figur 7.14: Losningerne til sin(x) = 0,7 kan
findes ved at tegne grafen for sin(x) og linj-
en med ligningen y = 0,7 og afleese skee-
ringspunkternes forstekoordinater.

Her regner man ud, hvad sin"'(0,7) og = -
sin™*(0,7) rent faktisk giver.
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Eksempel 7.11 Lesningerne til ligningen
sin(x) = 0,7

kan bestemmes grafisk ved at tegne grafen for sin(x) og linjen med lig-
ningen y = 0,7 og afleese forstekoordinaterne til skeeringspunkterne (se
figur 7.14).

Denne ligning har ifelge seetning 7.10 lesningerne
X = sin_1(0,7)+k-2n v x:n—sin_1(0,7)+k-27t, keZ,
dvs.’
x=07754+k-2n v x=23662+k-2n, keZ.
Eksempel 7.12 Ligningen
3cos(x)-1=0,8

lgser man ved ferst at isolere cos(x):

3cos(x)-1=0,8 < 3cos(x)=18 << cos(x)=06.

Herefter bruger man seetning 7.10, og far
x=cos}(0,6)+k-2r v x=-cos}06)+k-2n, k€Z,
som kan reduceres til
x=09273+k-2r v x=-09273+k-2n, keZ.
Eksempel 7.13 Losningerne til ligningen
sin(2x - 1) = 0,3

finder man ogsé ved at bruge seetning 7.10. Nu star der 2x — 1 i parentesen,
s& man far

2x-1=sin"}(03)+k-2n1 v 2x-1=m-sin"}(03)+k-2n, ke€Z.
I disse to ligninger isolerer man x:

sin"1(0,3) + k- 2w + 1 7 —sin1(0,3) + k- 2 + 1
X = ; vV ox= ; :

Reducerer man, fas

1,3047 + k - 27t 3.8369 + k- 21
= V x:—,

2 2

X

dvs.
x=06524+k-m1 v x=1918+k-n, ke€Z.

Ved at se pa enhedscirklen og argumentere, som der blev gjort i foregaende
afsnit, kan man komme frem til folgende seetning, som ikke bevises her.
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Ligningen tan(x) = a har lgsningerne

x=tan'(a)+k-n, keZ.

Eksempel 7.15 Ligningen
tan(x) = 0,5
kan man lese ved at bruge seetning 7.14:
x=tan_1(0,5)+k-n, keZ,

dvs. .
X=Z+k‘ﬂ:, keZ.

Eksempel 7.16 Ligningen
4tan(x) +7 = 10

lpser man ogsa ved at bruge seetning 7.14. Blot skal man her forst isolere
tan(x):

3
4tan(x)+7 =10 < 4tan(x)=3 < tan(x)= 1
Herefter kan man bruge seetningen, hvorved man far
1 (3
x = tan (;)+k-n, keZ,

dvs.
x=06435+k-n, ke€eZ.

7.6 Ovelser

b) cos(x) = 0,6

Benyt grundrelationen mellem cos og sin til at bestem-

Ovelse 7.1 Ovelse 7.3
Beregn folgende, og illustrer p& enhedscirklen: Benyt grundrelationen mellem cos og sin til at bestem-
me tan(x), nar
a) cos (%) b) sin(%)
a) sin(x) = 0,2

c) sin(2,7) d) cos(-5,3)

e) sin(1) f) cos(-%) Ovelse 7.4
Ovelse 7.2 me sin(x), nar

Bestem de veerdier af x, hvor cos(x) = sin(x). a) cos(x) = 0,4

b) tan(x) = 2
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Ovelse 7.5 Ovelse 7.7
Funktionen f har grafen som vist nedenfor. Forskriften Tegn graferne for funktionerne, og bestem desuden am-
er af formen plituden og perioden for hver af dem:

f(t) = Asin(wt + ¢)

a) f(x)=2-sin(x+1)
Bestem ved afleesning konstanterne A w og ¢. b) g(x) =1 sin(3x - 2)
4
¢) h(x)=3-sin(4x + 3)
@
f (x) (

d) k(x)=5"sin(3x +m)
' J/\ / (1) QDvelse 7.8
i 7\/7[ Pa figuren ses et svingende pendul.
F(®)

Ovelse 7.6
I folgende opgaver ses f(t) = sin(t) sammen med to
andre funktioner g og h

a) Funktionen g har grafen som vist nedenfor. For-
skriften er af formen

8 |---=
(=]

g(t) = Asin(wt + ¢)
Pendulets vandrette position er givet ved

Bestem ved afleesning konstanterne A, w og ¢.
x=4-sin(}t-1), 0<t<10n

a) Angiv sterste- og mindsteveerdien for x.

TN b) Bestem amplitude og svingningstid.

c) Bestem, i hvilke tidsrum der geelder, at x > 3.

Ovelse 7.9
Los i intervallet [0; 27] ligningen sin(x) = 0,731.
b) Funktionen h har grafen som vist nedenfor. For-
skriften er af formen Mlustrér lesningen i enhedscirklen.

h(t) = Asin(wt + ¢) + b Ovelse 7.10
Bestem i intervallet [-7; 7] lesningerne til ligningen
Bestem ved afleesning konstanterne A, w, ¢ og b

(Veer opmeerksom pé at perioden for h er 7). cos(2t) = 0,634
@) Ovelse 7.11
Find samtlige lgsninger til ligningerne
a) cos(3x) = 0,7 b) 3sin(2x-1) =15
1
< \\ Wd (1) Ovelse 7.12
LA N L% Los hver af ligningerne
f(®)
a) tan(x) = -1,72 b) 1= =0,27

tan(x)



Maengdelzere

Mengdeleeren er en af de discipliner som rigtigt meget anden matematik
(f.eks. funktionsbegrebet og sandsynlighedsregningen) bygger pa. I dette
afsnit gives derfor en kort gennemgang af nogle af de centrale begreber
inden for meengdeleeren.

A.1 Mangder

En matematisk meengde kan defineres som en samling af objekter. I prin-
cippet kan et »objekt« veere hvad som helst, men her ses kun pa meengder
af tal.

En maengde kan defineres pa folgende made.

Definition A.1

En meengde er en veldefineret samling af indbyrdes forskellige objekter.

Bemeerk, at det kreeves, at de objekter, der indgar i meengden, skal veere
forskellige. Man kan altsa ikke lave en meengde, der bestar af fire 2-taller;
der kan kun veere ét.

Meengder benzevnes normalt med store bogstaver, man kan f.eks. tale om
meengden M. Hvis man vil angive, at meengden M bestar af tallene, 1, 2, 3
og 10 skriver man

M =1{1,2,3,10} . (A.1)

Dette kaldes at skrive maengden pa listeform.!

Man kan se, at tallet 3 ligger i meengden M. Hvis man vil skrive dette
matematisk, skriver man
3eM,

hvilket leeses »3 tilherer M« eller »3 er element i M«.

Matematisk notation er sddan indrettet, at man mange gange kan sige det
modsatte ved blot at overstrege et symbol. Hvis man vil sige, at 7 ikke er
element i M, skriver man

7¢M.

Meget store mangder

Man kan af og til komme ud for, at en meengde indeholder rigtigt mange tal.
Hvis det er tilfzeldet, kunne det teenkes, at det bliver uoverkommeligt og
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'I princippet behaver tallene ikke at skrives
i reekkefolge, dvs. {1,2,3} og {3,1,2} er den
samme meengde.



Figur A.1: Alle naturlige tal er hele tal, og

alle hele tal er rationale tal, osv.

Dette skyldes, at alle hele tal kan skrives

som broker, f.eks. er 2 = ¢ og -4 = -

8
2
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maske ogsa uoverskueligt at skrive alle tallene op pa listeform, som i (A.1).
Hvis man f.eks. skal skrive meengden H af alle positive, hele tal mellem 0
og 100, kan man skrive folgende:

H=1{1,2,3,...,100}

Man skriver altsa lige preecis nok tal, til at leeseren kan regne ud, hvordan
man fortseetter, og skriver derefter det sidste tal. Prikkerne ... seettes sa ind
i stedet for alle de mange tal, man ikke lige havde plads til pa papiret.

I princippet kan man ogsa forestille sig en meengde, der »ikke slutter«.
Meengden af positive, ulige tal indeholder f.eks. uendeligt mange elementer.
Denne meengde kan man skrive pé folgende made:

U=1{1,3,5.7..} .

Specielle maengder

Der findes nogle maengder, som man ofte refererer til i meengdeleeren. Man
bruger specielle symboler for disse meengder, nemlig

@ den tomme maengde, dvs. en meengde der ikke indeholder nogen elemen-
ter overhovedet,

IN de naturlige tal, meengden af hele positive tal, N = {1,2,3,4,5,...}
(bemeerk, at 0 ikke er med),

Z. de hele tal, meengden Z = {...,-2,-1,0,1,2,3, ...},

Q de rationale tal, meengden af alle tal, der kan skrives som breker, f.eks. %
og -2, og

R de reelle tal, meengden af alle tal pa hele tallinjen. Nogle af de tal, som
tilhorer R er -1, % 7T, € 0g J2.

Her er det i gvrigt veerd at bemeerke, at alle de naturlige tal ogsa er hele tal,
dvs. meengden IN er en del af meengden Z. P4 samme made er meengden af
hele tal Z en del af meengden af rationale tal Q,? og maengden af rationale
tal er en del af meengden af reelle tal (se figur A.1).

A.2 Maengdebygger

Nogle gange kan det veere praktisk at beskrive en meengde ved at angive en
betingelse (eller flere) som elementerne i maeengden opfylder. Et eksempel
pa dette kunne veere

A : alle de tal, som ligger mellem 1 og 6 .
Denne meengde kan skrives ved at anvende den sakaldte maengdebygger:
A={x€eR|1<x<6} .

Dette udtryk bestar af to dele. Den del, der kommer for den lodrette streg
(x € R) forteeller, hvor tallene i meengden skal komme fra. Her betyder
x € R, at tallene i meengden skal hentes fra meengden af reelle tal, dvs. alle
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tal vil kunne bruges. Den del, der folger efter stregen, er en betingelse, som

tallene skal opfylde; altsa i dette tilfzelde, at de skal ligge mellem 1 og 6.>  3Skrivemaden 1 < x < 6 er en sammenskriv-
ning af 1 < x og x < 6, dvs. det drejer sig om
Andre eksempler pa meengder skrevet vha. meengdebyggeren kunne veere e tal, der bade er storre end 1 og mindre

end 6.
B={x€Z|1<x<6}, C:{x€Q|x2<9}.

Her er B maengden af alle hele tal mellem 1 og 6, dvs. den kan ogsa skrives
pa listeform som
B=1{23,4,5} .

C er meengden af alle de breker, hvis kvadrater er mindre end 9. Denne
mengde kan ikke skrives pa listeform, idet der er uendeligt mange tal, der
opfylder denne betingelse.

A.3 Intervaller

Meengden A i afsnittet ovenfor er et eksempel pa det, man kalder for et
interval. Et interval er en meengde, der indeholder alle reelle tal mellem
to givne veerdier, f.eks. »alle reelle tal mellem 1 og 6« eller »alle reelle tal
fra -5 til og med 80«. De meengder, der indeholder alle tal storre end eller
mindre end en given veerdi, kalder man ogsa intervaller.

Inden for matematikken har man mange steder brug for at tale om inter-
valler, og man har derfor fundet pa en notation, der gor det nemt at tale
om et bestemt interval. Meengden A ovenfor kan fx skrives som

A=1]1;6[ .

Dette betyder, at meengden A bestér af alle tallene mellem 1 og 6. Tallene 1
og 6 kaldes hhv. venstre og hgjre endepunkt. At parenteserne vender veek fra

tallene betyder, at hverken 1 eller 6 regnes med i intervallet (se figur A.2).  Figur A.2: Intervallet ]1;6[. De tomme

cirkler ud for 1 og 6 betyder, at disse tal
ikke herer til intervallet.

01 2 3 4 5 6 7

Hvis man i stedet vil angive det interval, der straekker sig fra 1 til 6, men
hvor 1 og 6 skal tages med, skriver man

D =1[1;6] .

D vil vha. mengdebyggeren kunne skrives som D = {x € R|1 =< x < 6}.

Et par andre eksempler kunne veere (se figur A.3).

1-3;2]={x€eR|-3<x=2}
[—4;%[ ={x€lR|—4sx<%} .

N @

-4 -3 -2 -1 0 1

—'4 -3 -2 -1 0 i é
Skal man angive intervallet af alle tal sterre end 3, anvender man tegnet oo
(uendelig) for det hgjre endepunkt: Figur A.3: Intervallerne ]-3; 2] og [~4;

[SIE
—

E=]3;00[ .

Meengden E bestar altsa af alle de tal, der er sterre end 3. Hvis man i stedet
skal tale om f.eks. alle de tal, der er mindre end eller lig med 5, skrives:

F = ]-o0;5] .



Figur A.4: Feellesmeengden A n B.

AuB

Figur A.5: Foreningsmeengden A u B.

Figur A.6: Differensmengden A\ B.
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Bemeerk, at nar man bruger symbolet oo, skal parentesen vende veek fra
symbolet (dette skyldes, at co ikke er et tal, men blot en angivelse af, at
intervallet ikke slutter i den ene eller den anden retning).

Hvis man lader intervallet veere ubegreenset i begge retninger, far man det
interval, der bestar af alle tal, dvs. man kan skrive

R = ]-o0;00[ .

A.4 Maengdeoperationer

Man kan ud fra to meengder A og B danne nye maengder pa forskellige
mader. Man kan f.eks. se pa alle de tal, der bade ligger i A og i B eller alle
de tal, som ligger i A, men ikke i B.

De folgende definitioner angiver nogle mader at lave nye meengder pa
(sakaldte meengdeoperationer).

Definition A.2

Feaellesmaengden af to meengder A og B bestar af de tal, der bade ligger
i A ogi B. Feellesmeengden af A og B skrives A n B.

Eksempel A.3 Hvis A = {1,2,3,4,5} og B={2,4,6,8},saer

AnB={24} .

Definition A.4

Foreningsmaengden af to meengder A og B bestar af de tal, der ligger
enten i A eller i B (eller i begge). Foreningsmeengden af A og B skrives
AvuB.

Eksempel A.5 Hvis A = {1,2,3,4,5} og B={2,4,6,8},sd er

AuB-={1,2,3,4,56,8} .

Definition A.6

Differensmaengden mellem to meengder A og B bestar af de tal, der
ligger i A men ikke i B. Differensmeengden mellem A og B skrives
A\ B.

Eksempel A.7 Hvis A = {1,2,3,4,5} og B = {2,4,6,8}, s er
A\B=1{1,3,5} .

og
B\A={6,8}.

Nar man finder differensmeengder er reekkefelgen altsa ikke ligegyldig.
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Til sidst defineres komplementaermaengden, der bestar af alle de elementer,
der ikke ligger i en given meengde. For at dette begreb kan veere veldefineret,
er det nedvendigt forst at definere en grundmeengde, der bestar af alle de
tal, man vil tillade en maengde at indeholde.*

Definition A.8

Lad G veere grundmaengden. Komplementaermaengden CA bestar af de
elementer i G, som ikke ligger i A, dvs.CA = G\ A.

A.5 Relationer mellem maengder

Det kan nogle gange veere interessant at sammenligne forskellige meengder.
I den sammenheeng bliver man nedt til at definere, hvad det f.eks. betyder
at to meengder er lig hinanden.

Definition A.9

To meengder A og B siges at veere lig med hinanden, nar de indeholder
preecist de samme elementer. I dette tilfeelde skriver man A = B.

Huvis alle A’s elementer ligger i B, men alle B’s elementer ikke ngdvendigvis
ligger i A, kaldes A en delmeengde af B.

Definition A.10

Maengden A siges at veere en delmeengde af meengden B, hvis alle
elementer i A ogsé ligger i B. Dette skrives A c B.

Eksempel A.11 Hvis to meengder er givet ved
A={-1,1} og B={-2,-1,0,1,2,3,4},

sa er A en delmeengde af B, altsa A c B.

Ovenfor blev det argumenteret for, at alle naturlige tal er hele tal, og at alle
hele tal er rationale tal, osv. Dette kan udtrykkes vha. delmaengdebegrebet,
sadan at man kan skrive.

NcZcQcR.

Dette er illustreret pa figur A.1.

Hvis to meengder slet ikke har noget tilfzelles kaldes de disjunkte.

Definition A.12

To meengder A og B kaldes disjunkte, hvis ingen af A’s elementer ligger
i B (og ingen af B’s elementer ligger i A), dvs. nar An B = @.

Eksempel A.13 Mengderne A = {1,2,3} og B = {-1,0,7} er disjunkte.

‘Grundmaengden kan veere alle tal, dvs. R,
men det kan ogsa veere de naturlige tal
N, eller en afgreenset meengde, som f.eks.

{-2,0,3,7}.

CA

Figur A.7: Komplementeermeengden CA.

Figur A.8: A er en delmaengde af B, A c B.

Figur A.9: A og B er disjunkte.
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A.6 Ovelser
Ovelse A.1

Opskriv felgende meengder pa listeform:

a) Mengden af alle hele tal fra og med 5 og til og
med 10.

b) Mengden af alle kvadrattal mellem 1 og 100.
c) Mzngden af alle hele tal, der opfylder x* < 9.
d) Meengden af alle primtal tal fra og med 17 og til,

men ikke med, 43.

Ovelse A.2
Skriv nedenstaende meengder pa listeform.

a) A={x€eN|xgaropil2}

b) B={x€Z|xgaropil2}

c) C={xeN|4garopix}

d) D= {y|y er et primtal mindre end 17}
e) E ={z]|zer et tocifret kvadrattal}

f) F={x€Z|xzerlige}

Ovelse A.3
Afgpr, hvilke af folgende udsagn, der er sande:

a) 3€Z b) 3¢Z
) —;€Z d) 103eN
e) JY3€R f) -Jaez
g JzeQ h) ZeN
) 0eN D) V3E+4ZeQ

Maengdelaere

QOvelse A.4
Bestem folgende meengder.

a) A={x|4x =1}
b) B:{xelN{x(x—l)+2x:x2+7}
c) C={x€Z|(x+2)(x—2)=3x2—22}

d) D={x[2x-8+1(x-3)=-x}

Ovelse A.5
Angiv ved hjelp af intervalparenteser maengderne

a) ]23;44]\[31;56] b) [32;89[ \ ]76;97]

c) ]-4;7]u[3;12] d) [-8;-5]n ]-6;10[

e) [-1;2]\ ]0;00[ £) 13;7[ n[413]

Dvelse A.6
Lad

A=1{1,2,3,4}
B={-2,-1,0,1,2,3}
C=1{-2,0,2,4,6,8}

og bestem folgende:

a) AnB b) AuB
) AnC d) BucC
e) A\B f) B\A
g (AnB)uC h) C\A
i) (AuB)nC i) (AnB)u(AnC)
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