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Stamfunktioner

Integralregning er en gren af matematikken der ligger i forleengelse af
differentialregningen. Pa sin vis kan man sige at integralregning er preecis
det modsatte af differentialregning.

I differentialregningen finder man sakaldte afledte funktioner som beskriver
tangentheeldningen af grafen for den oprindelige funktion. Regner man
»den anden vej«, finder man det man kalder en stamfunktion.

Definition 1.1

Lad der veere givet en funktion f. En funktion F der opfylder

F'(x) = f(x),

kaldes en stamfunktion til f.

En stamfunktion' F til en funktion f er altsa en funktion der har f som afledt
funktion. Man kan derfor undersege om en given funktion er stamfunktion
til en anden, ved at differentiere.

Eksempel 1.2 Er F(x) = x* + 2x - 5 en stamfunktion til f(x) = 3x? + 2?
Dette kan man undersege ved at differentiere F:
Fl(x)=3x>+2-1-0=3x>+2.

Néar man differentierer F, far man forskriften for f. Dvs. F/(x) = f(x) og F
er derfor en stamfunktion til f.

Eksempel 1.3 Er H(x) = 4x + In(x) en stamfunktion til g(x) = 2x + %?

Differentierer man H(x), finder man

1 1
H(x)=4-1+—=4+—.
X X

Dette er ikke det samme som g(x), dvs. H er ikke en stamfunktion til g.

Eksempel 1.4 Bade Fi(x) = x* + e* + 4 og F>(x) = x* + * - 17 er stam-
funktioner til f(x) = 2x + e*.

Differentierer man de to funktioner F; og F,, finder man nemlig

F/(x)=2x+e"+0=2x+e"

!Ofte betegner man stamfunktioner med
store bogstaver, sadan at f.eks. en stamfunk-
tion til f(x) kaldes F(x) og en stamfunktion
til h(x) kaldes H(x). I princippet kan man
kalde stamfunktionerne det man vil, men
det er lettere at se hvor de kommer fra hvis
man anvender denne notation.



?T udregningen bruger man at bade F, og F,
er stamfunktioner til f, dvs. F/(x) = f(x) og

F/(x) = f().

6 Stamfunktioner

Fj(x)=2x+e"-0=2x+e".

Altsa er F{(x) = Fj(x) = f(x), og begge de to funktioner er séledes stam-
funktioner til f.

Af eksempel 1.4 kan man se at en funktion kan have flere stamfunktioner. De
to stamfunktioner i eksemplet er dog ikke specielt forskellige; de adskiller
sig kun med en konstant. Faktisk er grunden til at en funktion kan have
flere stamfunktioner, at nar man differentierer en konstant, bliver resultatet
altid 0.

Det betyder at man altid kan finde en ny stamfunktion ved at leegge en kon-
stant til en anden stamfunktion idet en konstant som er lagt til, forsvinder
ved differentiation.

Hvis Fi(x) og F,(x) begge er stamfunktioner til en funktion f, sa er
Fi(x) - Fy(x) = k
hvor k er en konstant.

Bevis
Da bade F(x) og F,(x) er stamfunktioner til f, s er?

(Fi() = Ba(x)” = F{(x) = F{(x) = f(x) = f(x) = 0 .

Differentierer man differensen F;(x) — F>(x), far man altsa 0.

Det eneste der giver 0 nar man differentierer, er en konstant, og derfor ma
Fi(x) - Fx(x) = k

hvor k er en konstant. [

Det seetning 1.5 siger, er altsa at en given funktion godt nok har uende-
ligt mange stamfunktioner, men at de alle kan findes ved blot at leegge
forskellige konstanter til en anden stamfunktion.

Eksempel 1.6 F(x) = x* + In(x) er en stamfunktion til f(x) = 2x + L fordi
, 1
Fi(x)=2x+— = f(x).
x

Men sa er

Fi(x) = x* + In(x) + 3
Fy(x) = x% + In(x) - 14
Fs(x) = x% + In(x) + 365749

ogsa stamfunktioner til f(x).
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1.1 Det ubestemte integral

At beregne stamfunktionerne til en funktion f(x) kaldes at integrere f(x).
Den folgende definition introducerer bl.a. den matematiske notation man
anvender.

Definition 1.7

Lad f veere en given funktion. Det ubestemte integral af f(x) er meeng-
den af alle stamfunktioner til f(x). Det skrives®

/f(x)dx.

Funktionen f(x) kaldes integranden.

At [ f(x) dx er meengden af alle stamfunktioner,* viser man ved at inkludere
en konstant i resultatet af beregningen.

Eksempel 1.8 Her bestemmes [(2x + 3) dx.
/(2x+3)dx=x2+3x+k.

x% + 3x er en stamfunktion til 2x + 3 og konstanten k viser at man her har
fundet frem til alle stamfunktioner.

Konstanten k i eksempel 1.8 kaldes en integrationskonstant.

Tabel 1.1 viser de ubestemte integraler for en reekke simple funktioner.

Hvis man vil overbevise sig om at pastandene i tabellen er korrekte, kan
man differentiere den hajre kolonne og se at det giver den venstre.

1.2 Regneregler

Ligesom der findes regneregler for differentiation, findes der ogsa nogle
regneregler for ubestemte integraler.

Lad f veere en funktion og ¢ en vilkarlig konstant. Da geelder
/c-f(x)dx = c-/f(x)dx.
Bevis

Hvis man differentierer hejre side af udtrykket i seetningen, far man

(c-/f(x)dx) =c-</f(x)dx> =c-f(x).

Det forste lighedstegn folger af en regneregel for differentiation. Det andet
folger af at [ f(x) dx er stamfunktionerne til f.

’Notationen [ - dx betyder, at man integre-
rer det som star mellem [ og dx.

Symbolet dx er altsa ikke en matematisk
sterrelse. Det viser blot hvor det der skal
integreres, slutter, og at den uafheengige va-
riabel hedder x.

I nogle gennemgange af integralregningen
seettes der lighedstegn mellem notationen
F(x) for en stamfunktion og [ f(x) dx.

Her vil F(x) dog blive anvendt for at
vise, at man har at gere med en konkret
stamfunktion til f(x), mens [ f(x)dx er al-
le stamfunktionerne.

Tabel 1.1: Ubestemte integraler af nogle
simple funktioner.

f [fx)dx
ax + k
x sx+k
x? 3+ k
x" Lxml 4k
1 In|x| + k
er e* +k
e?* i e™ + k
cos(x) sin(x)+ k
sin(x) -cos(x)+k
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Man har nu vist at ¢ - / f(x) dx er stamfunktionerne til ¢ - f(x), men det

betyder at
/c-f(x)dx=c-/f(x)dx,

og seetningen er dermed vist. ]

Seetning 1.9 kan bruges til bestemme integraler af funktioner der ikke star
itabel 1.1.

Eksempel 1.10 Hvad er [ 6x* dx?

6x? star ikke i tabel 1.1, men x? gor. Man kan derfor bruge sztning 1.9 s&
man far

/6x2dx=6'/x2dx=6-1x3+k=2x3+k.

3
De neeste to regneregler der er vigtige at kende, er givet i den folgende

seetning.

Lad f og g veere to funktioner. Sa geelder der
1. /(f(x)+g(x))dx = /f(x)dx+/g(x) dx , og
2 [ (- gwnax = [ foax- [ gwar.

Bevis
Her bevises kun den forste del af seetningen. Den anden del kan bevises
fuldsteendig analogt.

(/f(x)dx+/g(x)dx>/= (/f(x)dx) + </g(x)dx>/
= fx) + g(x) ,

er [ f(x)dx + [ g(x)dx en stamfunktion til f(x) + g(x), dvs.

Idet

’

/(f(x) +g(x))dx = /f(x) dx + /g(x) dx ,
og seetningen er hermed vist. L]

Eksempel 1.12 Hvad er /(e + x) dx?

e* + x star ikke i tabel 1.1, men e* og x star der hver for sig. Derfor kan
man bruge setning 1.11 sddan at man far

/(ex+x)dx=/exdx+/xdx=ex+;x2+k.

Seetning 1.9 og setning 1.11 kan ogsa bruges pa samme tid som i det
folgende eksempel.
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Eksempel 1.13 Det ubestemte integral [(9x* + 4x - 3) dx bestemmes pa
folgende made:

/(9x2+4x—3)dx=9-/xzdx+4-/xdx—/3dx

1
=9-%x3+4-§x2—3-x+k

=3x° +2x° - 3x+ k.

Undervejs benyttes bade seetning 1.9 og seetning 1.11 samt opslag i tabel 1.1.

1.3 Integration ved substitution

Den folgende regneregel kan maske virke en anelse kompliceret ved forste
pjekast.

Lad f og u veere to funktioner. Sa er
/f(u -/ (x)dx = Fu(x)) +
hvor F er en stamfunktion til f.

Regnereglen folger faktisk af keedereglen for differentiation af sammensatte
funktioner, og den bevises ved at differentiere hejre side af udtrykket i

setningen.
Bevis
Differentierer man F(u(x)) + k, far man vha. kaedereglen at’ SDet forste lighedstegn folger af keedereglen,
det sidste folger af at F er en stamfunktion
(F(u(x)) + k) = F'(u(x)) - v/(x) = f(u(x)) - v/(x) . til f.

Altsa er F(u(x)) + k stamfunktionerne til f(u(x)) - v/(x), og seetningen er
vist. [

Seetning 1.14 kan anvendes pa folgende méade.

Eksempel 1.15 Her beregnes det ubestemte integral [ 3e® - (e + 5)* dx.

Forst seettes u(x) = e + 5. Sa er v/(x) = e*, og integralet kan nu omskrives
pa folgende made

[ae @ esrax [ st ax = [ suf o d

Man kan s bruge sztning 1.14 hvor funktionen f(u(x)) er 3u(x)?. En
stamfunktion til 3u? er u3, dvs.

/3u(x)2 W (x)dx = u(x)® + k= (e +5)° +k.

Det sidste lighedstegn folger af at u(x) var sat lig med e* + 5.



SNotationen du kan ses som en forkortelse
for u/(x) dx.

10 Stamfunktioner

I eksemplet ovenfor erstatter man udtrykket e* + 5 med u; man taler om
at man substituerer. Fremgangsmaden kaldes derfor ogsé integration ved
substitution.

En lidt mere uformel, men méske mere overskuelig made at skrive det op
pa er den folgende.

Eksempel 1.16 Her beregnes igen det ubestemte integral [ 3e* - (e* +
5)? dx.

Forst seettes u = e* + 5. Herved bliver®

du =e*dx.

Substituerer man nu u og du ind i integralet, far man

/3ex'(ex+5)2dx=/3(ex+5)-exdx=/3u2du.

Dette integral kan nemt beregnes ved opslag, og man far sa
/3uzdu=u3+k=(ex+5)3+k

hvor man ved det sidste lighedstegn har substitueret u tilbage til e* + 5.
Eksempel 1.17 Integralet / % dx bestemmes ved at seette

u = In(x), du=ldx.

X

Integralet kan nu beregnes ved substitution

/z.lxn(x)dx=/2'ln(x)-;dx=/2udu=u2+k.

Beregner man integralet og substituerer tilbage, far man

/2udu=u2+k=ln(x)2+k.

De neeste to eksempler involverer de trigonometriske funktioner cos og
sin. Deres ubestemte integraler kan ses i tabel 1.1.

Eksempel 1.18 I dette eksempel bestemmes integralet [ 6x - cos(x?) dx.

Seetter man
u=x°, du = 2xdx,

bliver integralet til
/6x -cos(x?) dx = /3 -cos(x?) - 2x dx = /3-cos(u) du=3-sin(u)+k .
Nu mangler man blot at indsztte u = x?, og man far

/6x -cos(x?)dx = 3 - sin(x?) + k .
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Det sidste eksempel i dette afsnit er en smule mere kompliceret end de
andre. Her beregnes | tan(x) dx.

Eksempel 1.19 | tan(x) dx star ikke i tabel 1.1. Integralet kan alligevel
sin(x)

cos(x)” dvs.

beregnes hvis man husker at tan(x) er defineret som tan(x) =

/ tan(x) dx = / (s:;r;((a;)) dx .

Foretager man nu substitutionen

u = cos(x) , du = - sin(x) dx ,

kan man skrive integralet om til

sin(x) 1 ' .
/ COS(x) dx = /_COS(x) ' (_ Sln(x)) dx = /_u du .

Dette integral er nemt at beregne. En stamfunktion til % er nemlig In |ul,

1
/—du=—ln|u|+k.
u

Substituerer man tilbage, finder man s, at

dvs.

/tan(x) dx = —In|cos(x)| + k .

1.4 Ovelser

Ovelse 1.1 Ovelse 1.4
Funktionerne f og g er givet ved Bestem folgende ubestemte integraler:
1
=x*+1 5 =2x+ = . ;
Jx)=x"+In(x)+5 og glx)=2x+ X a) /6tdt. b) /(9142 - sin(u)) du.

a) Undersgg om f(x) er en stamfunktion til g(x).

c) /Edy. d) /<x5+x%> dx.
Ovelse 1.2 Y

Funktionerne f og g er givet ved
foggerg Ovelse 1.5

f(x)=x*-4e* -7 og g(x)=x"+4e". Bestem nedenstaende integraler ved forst at omskrive

int den:
a) Underseg om f(x) er en stamfunktion til g(x). Integranden

Ovelse 1.3 a) /(x +3) dx b) /X(X -1)dx

Bestem folgende ubestemte integraler:

a) /7dx. b) /(Zx— 3) dx. c) / X J::xg' dx d) /(x+ 3) (x - 3) dx
c) /(x+4x2) dx. d) /(% x4+ 1) do. e) /e3x(2 +e_3x) dx f) / 1 ;Lxex i
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Ovelse 1.6

Bestem folgende integraler ved substitution:

eVx
a) ﬁdx
b)/ © dx
e* +1

c) / x2e? dx

d) /@dx

Stamfunktioner

Ovelse 1.7
Bestem folgende integraler ved substitution:

1
a) / x In(x) dx

b) / sin(x)® cos(x) dx

c) /(x2 -x+1)(2x-1)dx

d)/ 10z -5 dz
NZ2-z+4



Bestemte stamfunktioner

I det foregaende kapitel blev det gennemgéet hvordan man finder det
ubestemte integral af en funktion. Det ubestemte integral er meengden af
alle stamfunktioner. At der er flere stamfunktioner skyldes, som neevnt, at
den afledte funktion af en konstant er 0.

Leder man efter en bestemt stamfunktion, skal man derfor have flere op-
lysninger end blot en funktionsforskrift pa den funktion man vil finde
stamfunktionen til.

Den yderligere oplysning man skal have, kan veere

1. et punkt som stamfunktionens graf gar gennem, eller

2. ligningen for en tangent til stamfunktionens graf.

2.1 Hyvis grafen gar gennem et givet punkt

Idet alle stamfunktionerne til en given funktion kun adskiller sig med en
konstant, vil graferne for alle stamfunktionerne veere lodrette parallelfor-
skydninger af hinanden.

Kender man derfor et punkt som grafen for den segte stamfunktion gar
igennem, kan man fastleegge veerdien af integrationskonstanten k. Derved
finder man en ganske bestemt stamfunktion.

Eksempel 2.1 Her bestemmes den stamfunktion F(x) til f(x) = x> +2x-1
hvis graf gar gennem P(2, 10).

Forst settes F(x) lig med det ubestemte integral af f(x):

F(x)=/(x3+2x—1)dx=ix4+x2—x+k.

Den spgte stamfunktion F(x) er den stamfunktion der har en helt bestemt
veerdi af k — nemlig den veerdi der gor at grafen gar gennem P(2, 10).

Pa figur 2.1 kan man se et udsnit af alle stamfunktionerne til f. Den stam-
funktion som gér gennem P(2, 10), er den man skal finde forskriften til.

Man ved at stamfunktionen har forskriften

2

F(x)=%x4+x -x+k.

Man ved ogsa at grafen for F gar gennem punktet P(2, 10). Hvis det er
tilfeeldet, ma F(2) = 10, og det giver ligningen

F(2)=1.2"+2°-2+k=10.

13

@

2,1

)

(77

Figur 2.1: Et billede af alle stamfunktioner-

ne til f(x) = x* +2x - 1. Q


https://www.geogebra.org/m/nesnvx7h
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Loser man denne ligning, far man
128428 -2+k=10 o  k=4.
Nu kan man skrive forskriften op:

F(x)zix4+x2—x+4.

Den stamfunktion til f(x) hvis graf gar gennem punktet P(2, 10), har altsa
denne forskrift.

Eksempel 2.2 Hvilken stamfunktion til g(x) = e* - 3x har en graf der gar
gennem punktet Q(0, -7)?

Stamfunktionen har forskriften

2

G(x):/(ex—3x)dx:ex—3x2+k.

Idet grafen for G gar gennem Q(0, -7), er

Ligningen loses
e -2.0%+k=-7 = 1-0+k=-7 = k=-8.

Den sggte stamfunktion har derfor forskriften

2.2 Hyvis grafen har en given tangent

Hvis man kender en tangent til stamfunktionens graf, er det ogsa muligt at
) bestemme stamfunktionens forskrift.

Eksempel 2.3 I dette eksempel bestemmes den stamfunktion til f(x) = %
hvis graf har linjen med ligningen y = 4x + 1 som tangent.

Stamfunktionen kaldes F(x). Dens forskrift er

4
F(x):/dx:4-1n(x)+k.
2 x
i M Pa figur 2.2 ses nogle af stamfunktionerne til f(x) samt linjen med ligningen
y = 4x + 1. Som det kan ses pa billedet, er der en af stamfunktionerne der
har linjen som tangent.

Figur 2.2: Stamfunktionerne til f(x) = 2

o - _ Hvis y = 4x + 1 er tangent til stamfunktionen, ved man at stamfunktionens
samt linjen med ligningen y = 4x + 1.

graf et sted har tangentheeldningen 4. Tangenthzeldningen for funktionen
F(x) er givet ved F/(x), men da F er en stamfunktion til f, er F/(x) = f(x).

At bestemme hvor F har tangentheeldningen 4, er derfor det samme som at
bestemme for hvilken veerdi af x, f(x) = 4.

Derfor lgser man ligningen f(x) = 4:

4

flx)=4 = ;=4 = x=1.
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Nu ved man at tangenten rerer grafen ud for x = 1. For at finde koor-
dinatseettet til reringspunktet ser man igen pa tangentens ligning. Bade
tangenten og grafen gar gennem reringspunktet. Man kan ikke finde re-
ringspunktet vha. forskriften for F(x) fordi man endnu ikke kender k, men
man kan bruge tangentens ligning.

Indseetter man x = 11iligningen y = 4x + 1, far man
y=4-1+1=5.

Grafen for F(x) gar derfor gennem punktet (1, 5). Dette kan bruges til at
bestemme k idet man sa har

F)=4-In()+k=5 <«  4.04k=5 << k=5

Da man nu kender k, er stamfunktionens forskrift bestemt:
F(x)=4-In(x)+5.

Nar man bestemmer en stamfunktion hvis graf gar gennem et bestemt

punkt, kan der kun veere tale om én bestemt stamfunktion. Har man i

stedet opgivet en tangent til stamfunktionens graf, kan der veere flere
stamfunktioner der passer pa oplysningen.

Eksempel 2.4 I dette eksempel bestemmes den stamfunktion til f(x) =
-x> + 3x hvis tangent har linjen med ligningen y = -2x + 8 som tangent.

Stamfunktionen har forskriften
F(x) = /(—x3 +3x)dx = -3x* + 3x% + k.
Man leder nu efter det sted hvor stamfunktionens graf har tangentheeld-
ningen -2 (idet dette er tangentens heldning):
f(x)=-x*+3x=-2.
Loser man denne ligning finder man to lesninger, nemlig
x=-1 v x=2.

Der er altsa to forskellige stamfunktioner der har linjen y = -2x + 8 som
tangent.

Man skal derfor bestemmt to reringspunkter. Det forste reringspunkt har
forstekoordinaten x = -1 og andenkoordinaten

y=-2-(-1)+8=10,
og det andet har forstekoordinaten x = 2 og andenkoordinaten
y=-2-2+8=4.
Den forste stamfunktions graf gar altsd gennem punktet (-1, 10), og her
findes veerdien af k ved at lose ligningen

F(-1)=-1-(-D)*+2 - (-1)*+ k=10 = k=3
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Figur 2.3: De to stamfunktioner til f(x) =
-x* + 3x hvis grafer har linjen y = -2x + 8
som tangent.
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Den anden stamfunktions graf gar gennem (2,4) sa her skal man lose
ligningen

F(2)=%-24+%.22+k:4 = k=2.
Funktionen f(x) = -x> + 3x har altsi to stamfunktioner hvis grafer har
linjen y = -2x + 8 som tangent, nemlig

Fi(x) = -1x*+ 3x% + 2
Fy(x) = —ix‘l + %xz +2

Pa figur 2.3 kan man se graferne for de to stamfunktioner samt tangenten.

2.3 Ovelser

Qvelse 2.1
En funktion f er givet ved f(x) = 2x% + 6x% - 4.

Bestem den stamfunktion F til f hvis graf gar gennem
punktet (2, 10).

Qvelse 2.2
Bestem den stamfunktion til f(x) = % (x > 0), hvis
graf gar gennem punktet (9, 7).

Ovelse 2.3
Bestem den stamfunktion til g(x) = i +3 (x > 0) hvis
graf gar gennem (1, 10).

Ovelse 2.4
Funktionen h(x) = x? + x + 1 har en stamfunktion hvis
graf gar gennem (1, 1).

Bestem denne stamfunktion.

Ovelse 2.5 1
En funktion f er givet ved f(x) = 10x* + — (x > 0).
x

Bestem den stamfunktion F til f hvor F(1) = 25.
Ovelse 2.6

Funktionen f(x) = 6x? - 6x - 12 har 2 stamfunktioner
hvis grafer rerer forsteaksen preecist 2 steder.

Bestem disse stamfunktioner.

Ovelse 2.7
F er stamfunktion til funktionen

f(x)=a-x+2
hvor a er en konstant.
Grafen for F gar gennem punkterne P(-2,9) og O(1, 6).

a) Bestem tallet a samt en forskrift for F.

Ovelse 2.8
Bestem den stamfunktion til s(x) = 2x + 5 hvis graf har
linjen med ligningen y = -3x - 23 som tangent.

Ovelse 2.9
Om en funktion F geelder at F(x) er stamfunktion til

f(x)=x*-x.

Linjen med ligningen y = 6x - 5 er tangent til grafen for
F, og det oplyses at reringspunktet for tangenten har
positiv ferstekoordinat.

a) Bestem en forskrift for F.

Ovelse 2.10

Bestem den stamfunktion til g(x) = 6x? - 2x + 4 hvis
graf tangerer linjen med ligningen y = 8x + 4 i forste
kvadrant.



Bestemte integraler

Ind til nu er det kun blevet gennemgaet hvordan man finder ubestemte
integraler. Men der er selvfelgelig ogsa noget der hedder et bestemt integral.

For en funktion f og to tal a og b definerer man et tal der kaldes det bestemte
integral af f i intervallet [a; b]. Dette tal beregnes vha. en stamfunktion.!

Definition 3.1

Lad F veere en stamfunktion til f. Det bestemte integral af f i intervallet
[a; b] er da tallet

b
/ f(x)dx = F(b) - F(a).

De to tal a og b kaldes integrationsgraenserne.

Bemeerk altsa at det ubestemte integral / f(x) dx er en funktion,” mens det
bestemte integral | b f(x)dx er et tal.

Nar man skal beregne tallet |, b f(x) dx, finder man ferst en stamfunktion
F(x) og beregner derneest F(b) — F(a) ved at seette tallene a og b ind.

Eksempel 3.2 Hvis man skal beregne /14 x? dx, skal man altsé ferst fin-
de en stamfunktion til x2. Dette kunne f.eks. vaere F(x) = %x3. Derneest
beregnes F(4) - F(1), dvs. % 43 - % 13,

Samlet kan udregningen skrives pa felgende made:

4
/ x?dx =
1

Veerdien af det bestemte integral er altsa 21.

1% =21

_1
3

Bemeerk at man her har skrevet stamfunktionen i kantede parenteser for
man seetter tallene ind; dette gor man for at gere udregningen mere over-
skuelig.

Svarende til seetning 1.9 og seetning 1.11 geelder der folgende seetning.

17

'Det er ligegyldigt hvilken stamfunktion
man veelger, derfor vil man typisk veelge
den simpleste, dvs. der hvor integrations-
konstanten k = 0.

*Egentlig uendeligt mange funktioner da
integrationskontanten k kan have enhver
teenkelig veerdi.



18 Bestemte integraler

Lad der veere givet to funktioner f og g og et interval [a; b]. Da geelder

1. /abc-f(x)dx=c-/bf(x)dx
/(f(x - 6l /f(x dx+/ ke
/(f(x - g(x)d /f(x )dx - / x)dx .

Beviset udelades her da setningen folger umiddelbart af de tilsvarende
setninger for ubestemte integraler. For bestemte integraler geelder desuden
folgende seetning:

Lad f veere en funktion defineret pa et interval der indeholder tallene
a, b og c. Da geelder at

/abf(x)dxz /acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Bevis
Lad F veere en stamfunktion til f. Ud fra definition 3.1 far man

b
/ £(x) dx = F(b) - F(a)
= F(b) - F(c) + F(c) - F(a)

/fx)dx+/f ) dx,

hvorved det enskede er vist. n

f Seetning 3.4 viser i virkeligheden ikke andet end at man kan opdele et
bestemt integral i flere ved at opdele intervallet [a; b] i delintervaller.

3.1 Arealer under grafer

Det viser sig at der er en sammenhzng mellem det bestemte integral og
‘ ) arealet under grafen for en funktion. For en funktion f vil arealet mellem
a b grafen og forsteaksen mellem de to tal a og b pa forsteaksen veere givet ved
/, b f(x)dx, se figur 3.1. Det kreever dog at grafen ikke skeerer forsteaksen.

Figur 3.1: Det markerede areal har sterrel-

sen /ab f(x)dx.

Dette kan formuleres som en sztning.
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Hvis funktionen f opfylder at f(x) = 0 i intervallet [a; b], er arealet A
af den punktmaengde der er begreenset af grafen for f og forsteaksen i
intervallet [a; b], givet ved

A=/abf(x)dx.

Bevis
Forst antages at f er voksende i hele intervallet [a; b].

Derngest defineres en funktion A(x) pa intervallet [a; b]. Funktionsverdien
A(xg) er arealet mellem grafen for f og forsteaksen i intervallet [a; x], se
figur 3.2.

Man ser sa pa forskellen mellem de to arealer A(x) og A(xp) hvor x > x;.

Da funktionen f er voksende, ma der geelde (se figur 3.3(a)) at
Ax) - Alx) = f(x0) - (x = %) ,

og (se figur 3.3(b))
A(x) = Alxo) = f(x) - (x = %) -

Dette kan samles i dobbeltuligheden

f(x0) - (x = x0) = A(x) - A(x) = f(x) - (x - xp) . (3.1)

Hvis man dividerer med x - x; pé alle sider af denne ulighed, far man

A(x) - A(xo)
flo) = SEE < ). 62)
Nu lader man x — x;. Herved vil
f(x0) = f(x0),
F(x) = f(x0),
) (2)
f
flx) 1 flx) +
fxo) fxo) +

) . (1)

a x X b a x X b

(@) A(x) - A(xp) = f(x) - (x = Xp). (b) A(x + Ax) - A(x) < f(x + Ax) - Ax.

@

1)

a x b

Figur 3.2: A(x,) svarer til det viste areal.

Figur 3.3: Det markerede areal mellem gra-
fen og forsteaksen har arealet A(x) - A(xp).
De to skraverede arealer f(x) - (x - xp) og
f(x) - (x = xp) er hhv. mindre og sterre end

dette areal. Q


https://www.geogebra.org/m/fsd36as7

3Dette folger af definitionen pa det bestemte
integral.

Figur 3.4: Arealet mellem grafen for funk-
tionen f og forsteaksen i intervallet [4; 9] er
2.

flx) =3e™ -

N

)

Figur 3.5: Grafen for f(x) = 3™+ 7 afgraen-
ser sammen med akserne en punktmeengde
M.
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og
A(x) - A(xo) — A,(x()).
X = X0
Uligheden (3.2) bliver sa til
f(x0) = A'(x0) = f(x0)

hvorved man kan konkludere at A’(x) = f(x), hvilket vil sige at A er en
stamfunktion til f.

Derfor ma3

b
/ f(x)dx = A(b) - A(a).

Men ud fra definitionen af A(x) kan man se, at A(a) = 0, mens A(b) svarer
til arealet mellem grafen for f og forsteaksen i intervallet [a; b]. A(D) - A(a)
er altsa lig arealet, og seetningen er hermed vist for voksende funktioner.

Hvis funktionen derimod er aftagende, er beviset principielt det samme,
dog vil ulighedstegnene i (3.1) og (3.2) vende den modsatte vej.

Hvis funktionen ikke er monotont voksende eller aftagende, kan man de-
le forsteaksen op i funktionens monotoniintervaller. Pa disse intervaller
geelder szetningen, og den ma derfor geelde for hele intervallet pga. seet-
ning 3.4. [

Her folger nogle eksempler pa beregning af arealet mellem grafen for en
funktion og fersteaksen.

Eksempel 3.6 Hvis man skal finde arealet mellem grafen for funktionen
f(x) = % og forsteaksen i intervallet [4; 9], beregner man

° 1
— dx =
/4 NS

Det sogte areal (se figur 3.4) er derfor 2.

2&] =2-J9-2-Ja=2.

Eksempel 3.7 Pa figur 3.5 kan man se at grafen for funktionen

X

x)=3e " -=
£ )
sammen med forste- og andenaksen afgreenser en punktmeaengde M. Are-
alet af M kan bestemmes ved et bestemt integral. For man kan beregne
integralet, bliver man dog nedt til at kende integrationsgreenserne.

Den nedre greense er 0, idet punktmeengden begynder ved andenaksen.
Den gvre greense kan findes der hvor grafen skerer forsteaksen. For at
finde dette sted, skal man lese ligningen f(x) = 0, dvs.

X

3¢¥-==0.
4
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Denne ligning kan ikke lgses analytisk, sa man bliver nedt til at anvende
et CAS-veerktgj, hvorved man finder ud af, at lgsningen er

x = 1,8628 .

Man skal altsa integrere f(x) over intervallet [0; 1,8628].

Det giver

1,8628
; x
/ (Se_x - —) dx =
0 4 0
= [ _ge-18628 _ % (360 _ ﬁ
8 8

= 2,1005 .

21,8628
“3e ¥ - =
8

Punktmeengden M har altsa arealet 2,1005.

Hvis grafen ligger under forsteaksen

Seetning 3.5 kan bruges til at beregne arealet mellem grafen for en funktion
og forsteaksen, men kun hvis funktionens graf ligger over forsteaksen.
Hvad mon der sker hvis grafen ligger under forsteaksen?

Eksempel 3.8 Pafigur 3.6 ses punktmeengden M der ligger mellem grafen
for f(x) = -2x - 1 og forsteaksen i intervallet [1;3]. Man kan ikke uden
videre bruge det bestemte integral til at beregne arealet af M da grafen for
f ligger under forsteaksen.

Glemmer man dette og beregner det bestemte integral, finder man

3
/ (-2x-1)dx =
1

og det giver ikke mening at fortolke dette som et areal da et areal ikke kan
veere negativt.

3
= (-3*-3)-(-1*-1) = -10,
1

—XZ—X

Da der er tale om en linezer funktion, kan man dog beregne arealet geome-
trisk idet M er et trapez, og her finder man at arealet er 10. Altsa giver det
bestemte integral arealet, men med omvendt fortegn.

Konklusionen fra eksemplet ovenfor geelder generelt. Det bestemte integral
giver altsa arealet mellem grafen og forsteaksen med fortegn. Ligger grafen
for f over forsteaksen finder man arealet, men ligger den under, finder man
arealet med negativt fortegn.

3.2 Arealer mellem grafer

Det bestemte integral kan ogsa bruges til at beregne arealer mellem grafer.
Hvis den ene graf ligger helt over den anden, skal man blot finde arealet
under begge graferne og treekke disse fra hinanden. Der geelder folgende
seetning.

@)

1)

Floe) =21

Figur 3.6: Punktmeengden M ligger under
forsteaksen.



@

/
R
A

-1 1 2

1

Figur 3.7: Arealet mellem graferne for de to

. 2 2
funktioner f(x) = %-+6 og g(x) = —%-+2x+3
iintervallet [-1;2].

@

1)

Figur 3.8: Graferne for f(x) = x> + 1 og

g(x) = —x + 3 afskeerer en punktmeengde M.
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Lad der veere givet to funktioner f og g, sadan at f(x) = g(x) = 0
pa hele intervallet [a; b]. Sa er arealet mellem graferne for f og g i
intervallet [g; b] givet ved

b
/ (FG) - g(x))dx

Bevis
Idet grafen for f ligger over grafen for g, er arealet under grafen for f sterre
end arealet under grafen for g. Arealet mellem de to grafer er derfor

/abf(x)dx—/abg(x)dx

som ifglge seetning 3.3 er lig med
b
[ 0= gt .

Eksempel 3.10 I dette eksempel beregnes arealet mellem graferne for de
to funktioner

2 2
f(x)=%+6 og g(x)z—x?+2x+3

iintervallet [-1; 2] (se figur 3.7).

Pa figuren kan man se, at grafen for f ligger over grafen for g. Arealet
mellem de to grafer er derfor ifelge seetning 3.9

2 2 52 2
[1 (f(X)—g(X))dx=[1 <<3+6) - <—2+2x+3>> dx
2

=/ (%x2—2x+3) dx
-1

2

5.3 .2
15X x° + 3x

-1
(2-2-22+3-2) - (& - (-1’ - (-1)*+3-(-1))
17

7.

Eksempel 3.11 Pa figur 3.8 kan man se, at graferne for de to funktioner
f)=x*+1  og  glx)=-x+3

afskeerer en punktmeengde M. Arealet af denne meengde kan bestemmes
vha. et integral, men for at kunne gore det skal man kende integrations-
greenserne.

Man skal derfor finde ud af, ud for hvilke verdier af x de to grafer skeerer
hinanden. Dette gor man ved at lgse ligningen f(x) = g(x):

W+l=-x+3 < x*+x-2=0 < x=-2vx=1.
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Man skal derfor integrere over intervallet [-2; 1]. Idet grafen for g ligger
over grafen for f i dette interval, skal man beregne

1 1
/ (g(x) - f(x))dx = / ((—x +3) - (x2 + 1)) dx
—2 -

2

1
:/ (-x? - x +2)dx
-2

1
—|-1,3_1.2
= 3X 3 X +2x

-2

=(-1-1°-1.1%+21)

- (-5 (- (2w 2 (-2))

NS N=]

5

og dette er altsa arealet af punktmeengden M.

Seetning 3.9 geelder kun i de tilfeelde hvor begge graferne ligger over forste-
aksen. Men faktisk er det kun nedvendigt at den ene graf ligger over den
anden. En mere generel udgave af seetning 3.9 er derfor denne:

Lad der veere givet to kontinuerte funktioner f og g, sddan at f(x) =
g(x) pé hele intervallet [a; b]. Sa er arealet mellem graferne for f og g
i intervallet [a; b] givet ved

b
/ (FG) - g() dx .

Bevis

Hvis begge funktioners grafer ligger over forsteaksen, er seetningen det
samme som setning 3.9. Er det ikke tilfeeldet vil grafen for g have et
minimum -M, hvor M er et positivt tal. De to funktioner

i) =fx)+M  og  gi(x)=glx)+ M,

vil derfor have grafer der er lodrette parallelforskydninger af graferne for
f og g, og som ligger over forsteaksen. Da graferne for f; og g; ligger over
forsteaksen, kan arealet mellem dem beregnes vha. seetning 3.9, og man far
at arealet er

b b
/ (i) - g(x)) dx = / ((F) + M)  (g(x) + M) dx

b
- [ 00~ gt

Arealet mellem graferne for f; og g; ma veere det samme som arealet mellem
graferne for f og g da de to grafer er blevet parallelforskudt med det samme
stykke. Altsa er arealet mellem graferne for f og g givet ved

b
/ (F() - g(x) dx . .



@
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Eksempel 3.13 I dette eksempel beregnes arealet mellem graferne for

flx)=x+1 og gx)=2"-3
i intervallet [0; 3] (se figur 3.9).

Da grafen for f ligger over grafen for g, skal man beregne

3 3 3
- dx = +1)-(27%-3))dx = -2 +x+4)d
/0 (Fx) - g(x)) dx /0 ((x+1)- (@ -3)) dx /0 (-2 + x + 4) dx

for at finde arealet.

Integralet kan beregnes ved handkraft, men man kan ogsa bruge et CAS-
veerktaj. Herved finder man at arealet er

g

¥

Figur 3.9: Arealet mellem graferne for funk-
tionerne f(x) = x + 1 og g(x) = 27 - 3.

3
/ (-2 +x+4)dx = 15,24 .
0

3.3 Ovelser

Ovelse 3.1
Beregn folgende bestemte integraler:

3
a) / x?dx
0

c) /Olo(ex +x)dx

Ovelse 3.2
Beregn folgende bestemte integraler:

4
a) /(2x—3)dx
2
3
b) /(—x3+4x2+1)dx
0
bo2x
9 / 2

Ovelse 3.3
Beregn folgende bestemte integraler:

d) /0 " sin(x) dx

a) /1 6x(3x% - 1)° dx

0

0 3
2 t
“d d —dt
c) /1 xe* dx ) /O —

In(5) 3e2x
/ dx
o 1+e?*

~~

e) /ﬁ ) sin\(rxﬁ) dx f

3
b) / (3x% - 4x + 2)dx
-1

2
b) / x(3x* + 7)* dx
0

Ovelse 3.4
Grafen for funktionen f(x) = -x? + 5x - 6 afgreenser
sammen med forsteaksen en punktmeengde M.

Bestem arealet af M.

Ovelse 3.5
Bestem arealet mellem graferne for f(x) = x* - 4x + 6
og g(x) = —x + 3 i intervallet [0; 4].

Ovelse 3.6

Graferne for funktionerne f(x) = x* - x og g(x) = x* + 1
samt linjerne med ligningerne x = -1 og x = 1 afgreen-
ser en punktmeengde.

Bestem arealet af denne.

Ovelse 3.7
Graferne for f(x) = x% og g(x) = —x + 6 afgreenser punk-
tmeengden M.

Bestem arealet af M.

Ovelse 3.8
Graferne for f(x) = /x og g(x) = -x + 6 afgreenser
sammen med forsteaksen en punktmeengde.

Bestem arealet af denne.
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Ovelse 3.9
Graferne for funktionerne f(x) = 2* og g(x) = 8 afgreen-
ser sammen med andenaksen en punktmengde.

Bestem arealet af denne.

Ovelse 3.10

Grafen for f(x) = 1 - x* skeerer forsteaksen i to punk-
ter. Grafen samt grafens tangenter i disse to punkter
afgreenser en punktmengde.

Bestem arealet af denne punktmengde.

QDvelse 3.11
Om funktionen f oplyses at

[:ﬂx)dx “a,

/Sf(x)dx: 5 og
0

10
/ flx)dx =8.
0
Bestem tallene

a) /:f(x) dx
c) /Slof(x)dx

Dvelse 3.12
Bestem tallet a, saledes at

b) /:Of(x) dx

/ (x% + x)dx = 138 .
1

25

Ovelse 3.13
Funktionen f er givet ved

f)=(B-x)- Vx.

Grafen for f afgreenser sammen med forsteaksen en
punktmeengde M der har et areal.

a) Bestem arealet af M.

b) Bestem tallet k s& linjen med ligningen x = k deler
M i to punktmeengder med lige store arealer.

Ovelse 3.14
Funktionerne f og g givet ved

f)=x* og gx)=ax

hvor a er et positivt tal, afgreenser en punktmeengde der
har arealet 3.

Bestem tallet a.

Ovelse 3.15
Funktionerne f og g givet ved

f(x)=10x-x* og g(x)=ax

afgreenser en punktmeengde der har arealet 36.

Bestem tallet a.






Flere anvendelser for
bestemte integraler

Integraler viser sig at kunne bruges til at beregne andet end arealet under
og mellem grafer. Bl.a. kan man vha. integraler finde leengden af en krum
kurve og rumfanget og overfladearealet af et sakaldt omdrejningslegeme.

4.1 Middelvardi for en funktion

I dette afsnit vises hvordan det bestemte areal kan bruges til at definere en
funktions middelveerdi i et givet interval. Det bestemte integral |, b f(x)dx
giver arealet under grafen for funktionen f i intervallet [a; b]. Hvis man om-
former dette areal til et rektangel med bredden b - g, s& vil man kunne finde
hejden af rektanglet som funktionsveardien f(c) for et tal c i intervallet!

[a; b] (se figur 4.1).

Arealet af dette rektangel er s& f(c) - (b — a), men arealet er ogsa givet ved
det bestemte integral, dvs.

b
1O (-0 = [ fear.
hvilket ogsa kan skrives som

[ fx)dx
fle) = ﬁ .

Tallet f(c) er det man kalder funktionens middelveerdi. Definitionen er:

Definition 4.1

Hvis f er en integrabel funktion defineret pa intervallet [a; b], sa defi-
neres funktionens middelvaerdi i dette interval til at veere tallet

Eksempel 4.2 Middelveerdien af funktionen f(x) = x? + 1 i intervallet
[-3;3] er

3

1.3
3x+x

_ f3(x2+1)dx ~

M L _l2-(12)

3-(-3) 6 6

Middelveerdien af funktionen i dette interval er altsa 4.

27

'T hvert fald sa leengde funktionen er konti-

nuert.

@)

flo) +

1)

Figur 4.1: Arealet under grafen svarer til

arealet af det skraverede rektangel.



@

flo) +
flx)

At

Figur 4.2: A¢ er neesten lig med den lille

Xo

trekants hypotenuse.

)

Figur 4.3: Kurveleengden ¢ i intervallet

1

3

1)

(1)

[1;3] af grafen for f(x) = x{ - In(x) + 2.
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4.2 Kurvelaengder

Man kan ogsa bestemme leengden af en kurve vha. integralregning. Hvis
man ser pa grafen for en funktion f, og man er interesseret i at bestemme
kurvelengden af grafen fra x = a til x = b, kan man undersoge »kurve-
leengde-funktionen« £(x) som angiver leengden af kurven fra a til x (se
figur 4.2).

Hvis man leegger et lille stykke Ax til x, vokser £(x) med stykket A¢. Ud
fra figuren og Pythagoras’ seetning kan man sa argumentere for at

2
AL ~ J(Ax)? + (Af)? = Ax - ([1+ (Af> ,

Ax
Af AF\?
N S =
Ax (Ax)

Disse to sterrelser er neesten lig hinanden, og man kan argumentere for at
jo mindre Ax bliver, desto teettere kommer de to sterrelser pa hinanden,

dvs.
At AF\?
lim — = lim |1+ (f>

og derved at

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

hvilket betyder at
t'(x) = 1+ f/(x)%.

Den samlede kurveleengde er £(b) — £(a), og den kan derfor findes ved at
beregne det bestemte integral af dette udtryk:

Leengden ¢ af grafen for en differentiabel funktion f(x) fra punktet
(a, f(a)) til punktet (b, f(b)) er givet ved

b
t’=/ 1+ f/(x)?dx .

Eksempel 4.4 Pa figur 4.3 kan man se grafen for

2

f(x) = xz -In(x)+2.

Mellem x = 1 og x = 3 er der fremheevet et stykke af grafen. Lengden ¢ af
dette stykke kan man finde vha. setning 4.3.

Ifelge seetningen er leengden af ¢

[=/13mdx=/13,f1+(;—i)zdx.

Dette udtryk er sa vanskeligt at det ikke kan beregnes analytisk, og man
overlader derfor arbejdet til et CAS-veerktej hvorved man finder

3 x 1 2
t = l+(f—7> dx = 2,36 .
1 2 X
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4.3 Rumfanget af et omdrejningslegeme

Hvis man drejer grafen for en funktion 360° om fersteaksen, far man et
sakaldt omdrejningslegeme. Pa figur 4.4 kan man se omdrejningslegemet
for grafen for en funktion f. Rumfanget af et sidant omdrejningslegeme
kan beregnes vha. den formel der er givet i folgende seetning:

Hvis man drejer grafen for en funktion f(x) i intervallet [a; b] 360° om
forsteaksen, er rumfanget V af omdrejningslegemet givet ved

V=Tt/bf(x)2dx.

Bevis

Seetningen kan bevises vha. samme teknik som i seetning 3.5. Man ser pa
en voksende funktion f, og definerer rumfangs-funktionen V(x) der giver
rumfanget af omdrejningslegemet i intervallet fra a til x.

Man ser sa pa to x-veerdier, x, og x hvor x > xj, og ser pa rumfanget
V(x) - V(x). Pa figur 4.5 kan man se hvordan man kan tegne to cylindre
hvis rumfang er hhv. mindre eller storre end V(x) — V(xp).

Rumfanget af en cylinder er nr?h hvor r er radius og h er hgjden. De to
cylindre ligger ned, sa hojden er i dette tilfeelde Ax = x — xp, mens radius
er hhv. f(xp) og f(x). De to cylindres rumfang er altsa

nf(x)® - Ax og mf(x)*-Ax.
Da V(x) - V(x) ligger mellem disse to rumfang, har man

nf(x0)* - Ax = V(x) - V(x) = nf(x)* - Ax,

som kan omskrives til

< nf(x)? .

ﬂf(xo)z =

V(x) - V(x)
Xo

@

(@) V(x) - V(x) = T[f(xo)2 “(x - x). (b) V(x) - V(x) < Tff(x)2 - (x = X).

)

ol
Vi

Figur 4.4: Omdrejningslegemet for grafen
for en funktion f.

Figur 4.5: Rumfanget af den markerede fi-
gur er V(x) - V(x).

De to skraverede cylindres rumfang er hhv.
mindre og sterre end dette areal.



@)

Figur 4.6: Omdrejningslegeme for f(x) =

L+ Jxiintervallet [1;4].
X

@

Figur 4.7: Omdrejningslegemet for funktio-

nen f(x) = Vr? - x? er en kugle.
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Lader man nu x — X, far man

th(xo)z < V(%) = ch(xo)2 .

V(x) er altsa en stamfunktion til tf(x)?, og fordi hele rumfanget af om-
drejningslegemet kan beregnes som V(b) - V(a), kan man altsa beregne
rumfanget som

V=/bnf(x)2dx. [

Eksempel 4.6 Pa figur 4.6 ses omdrejningslegemet for funktionen

f == dE w0

iintervallet [1;4].

Rumfanget V af omdrejningslegemet kan da beregnes vha. seetning 4.5:

V=Tt/14f(x)2dx=7c/14<i+\/E)zdx.

Idet funktionsudtrykket skal kvadreres, bliver udregningerne lidt besveer-
lige, og man kan derfor overlade dem til et CAS-veerktej, hvorved man
finder at

4 1 2
V:n/ (—+\/§) dx=%n~38,48.
1 X
Eksempel 4.7 Grafen for funktionen
glx) = vr2-x2, -rsxs<r

er en halvcirkel med centrum i (0, 0) og radius r.

Grafens omdrejningslegeme er derfor en kugle med centrum i (0, 0) og
radius 7. Vha. seetning 4.5 kan man derfor bestemme rumfanget af en kugle.

Rumfanget er

r
=7 [r‘?x - %x3

-r
-2 ((7 - 3) - (- 3n)
-t

som er den velkendte formel for en kugles rumfang.

4.4 Overfladearealet af et omdrejningslegeme

Man kan finde frem til overfladearealet af et omdrejningslegeme ved at
analysere figur 4.8. Definerer man arealfunktionen O(x) til at veere den
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funktion der giver overfladearealet af omdrejningslegemet i intervallet fra
a til x, s er arealet af udsnittet pa figuren givet ved

O(x) - O(x) .

Men man kan ogsa se at udsnittet pa figuren med god tilnseermelse er
en keglestub. Overfladearealet af det buede stykke af en keglestub kan
beregnes vha. formlen

A=ns(r+R),

hvor s er leengden af det skra stykke, og r og R er radius i hhv. toppen og
bunden af keglen.

Vha. denne formel kan man se at overfladearealet af udsnittet pa figur 4.8
med rimelig tilnsermelse kan beregnes som

O(x) = O(x0) = 7 - AL - (f(x0) + f(x)) -

I afsnit 4.2 blev der argumenteret for at

2
A

Al ~ Ax - 1+<f> ,
Ax

hvor Ax = x — x. Samlet set har man sé at

2
0 - 0G) <7t 1+ (1) (a0 160

som kan omskrives til

2
0 =00 .. (2{() (Fw) + )

Denne tilneermelse geelder bedre og bedre, jo teettere x er pa xp. Lader man
derfor x — xp, far man

O'(x0) = 7 - \J1+ f/(x0)% - (f(%0) + f(x0)) = 27f (x0)\/1 + f(%0)? .

Tager man det bestemte integral af O’(x) i intervallet [a; b], beregner man
O(b) — O(a) som jo er hele overfladearealet i intervallet fra a til b. Dvs. man
har denne seetning:

Hvis f er en differentiabel funktion, s& er overfladearealet af det omdrej-
ningslegeme man far nar man drejer grafen for f 360° om forsteaksen
iintervallet [a; b], givet ved

0= ZTE/bf(x)\/l + f/(x)? dx .

Figur 4.8: Det skraverede omrade er neesten
en keglestub.
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Eksempel 4.9 Rumfanget af omdrejningslegemet for funktionen

x>0

fl)= -+ VR

iintervallet [1;4] blev bestemt eksempel 4.6 ovenfor.

Hvis man i stedet vil bestemme overfladearealet af omdrejningslegemet,
skal man bruge setning 4.8. Forst beregnes

, 1 1
f(x)=‘;+ﬁ-

Overfladearealet af omdrejningslegemet er sa givet ved

O=2n/14<)1c+\/§>\/1+<—xlz+2\1/§>zdx.

Dette integral er neeppe noget man har lyst til at forsege at beregne ved
handkraft. Anvender man et CAS-veerktgj, finder man at dette integral
giver 44,66. Overfladearealet af omdrejningslegemet pa figur 4.6 er altsa

44,66.

4.5 Ovelser

Ovelse 4.1
Bestem middelveerdien for funktionen f(x) = x* -3x +1
iintervallet [0; 10].

Ovelse 4.2
Bestem den eksakte veerdi af middelveerdien for funk-
tionen

O<x<m.

f(x) = sin(x) ,

Ovelse 4.3
Middelveerdien for funktionen f(x) = ax? + e* i inter-
vallet [0; 1] er 5.

Bestem tallet a.

Ovelse 4.4
Bestem leengden af graferne for disse to funktioner:

a) f(x)=2x*-x, -3=<x<4

b) g(x)=In(x)+2, 1=x=<10

Ovelse 4.5

Bestem leengden af grafen for funktionen f(x) = sin(x)
i intervallet [0; 27].

Ovelse 4.6
Graferne for de tre funktioner

1
fx)=—. &)= x* og h(x)=8x
afgreenser i forste kvadrant et omrade.

Bestem omkredsen af dette omrade.

Ovelse 4.7
Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der frem-
kommer nar man drejer grafen for

1
x) = —
fl) =
360° om forsteaksen i intervallet [1; 2].

Ovelse 4.8
Funktionen f er givet ved

flx)=1x*-2x+5, 0sx<4.

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der frem-
kommer nar man drejer grafen for f 360° om forsteak-
sen.



4.5 Qvelser

Ovelse 4.9
Figuren nedenfor viser et tveersnit gennem en kegle
indlagt i et koordinatsystem.

@)

r

1

Det skra linjestykke i forste kvadrant er et udsnit af
grafen for en funktion f.

a) Bestem en forskrift for f.

b) Benyt forskriften til at udlede en formel for rum-
fanget af en kegle.
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Ovelse 4.10
Graferne for de to funktioner

f(x)=-x*+8x-11 og g(x)=0,1x*-0,8x + 2,2
afgreenser i forste kvadrant et omrade M.

Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme der frem-
kommer nar M drejes 360° om forsteaksen.

Ovelse 4.11
Bestem overfladearealet af det omdrejningslegeme der
fremkommer ved at dreje grafen for funktionen

f(x)=1-x*, 0=<x=<1
360° om forsteaksen.

Ovelse 4.12
Brug funktionen fra gvelse 4.9 til at udlede en formel
for overfladearealet af en kegle.
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