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Hvad er statistik?

Statistik er et omrade af matematikken hvor man underseger dataseet for
at give en beskrivelse eller finde sammenhgenge mellem de observationer
der er gjort. Det dataseet man underseger, kalder man populationen. Po-
pulationen i statistik er altsa hele meengden af personer, genstande eller
abstrakte objekter man vil vide noget om.

Den stgrrelse man maler, kalder man si en (statistisk) variabel. En variabel i
statistik er ikke ne@dvendigvis et tal. Hvis populationen bestar af en bestemt
gruppe mennesker (f.eks. borgere i Danmark), kan man male deres hgjde
eller veegt, og denne statistiske variabel kan beskrives med et tal - men
man kan ogsé registrere deres harfarve, og den kan ikke beskrives med
et tal. En variabel der beskrives med et tal, kaldes en kvantitativ variabel,
mens en variabel som ikke er et tal (men f.eks. en egenskab), kaldes en
kvalitativ variabel.

Statistik kan bruges til udelukkende at beskrive forskellige maledata sa-
dan at man kan skabe et overblik. Dette kalder man deskriptiv statistik.!
Man forseger altsa at skabe et overblik over et datamateriale der maske
umiddelbart virker uoverskueligt.

Dette overblik kan skabes pa flere mader, f.eks. kan man

« lave en tabel over datamaterialet og evt. gruppere nogle af dataene,

« udregne nogle deskriptorer, dvs. enkelte tal der beskriver datamate-
rialet, eller

+ tegne diagrammer over dataene.

I mange tilfzelde vil ens maledata dog neermere besta af en stikprove. Hvis
man vil lave en valgundersegelse, er det umuligt at ringe til alle stemme-
berettigede borgere for at here hvordan de vil stemme ved et kommende
valg. Derfor laver man i stedet en stikpreve hvor man maske spgrger 1000
mennesker om deres politiske standpunkt. Her bliver man s& nedt til at
sorge for at stikpreven er repraesentativ, dvs. at de resultater man kommer
frem til ud fra stikpreven, nogenlunde repraesenterer hele befolkningen.
Sammenhengen mellem population og stikpreve fremgar af de neeste to
eksempler (se ogsa figur 1.1).

Eksempel 1.1 Man vil undersoge velgertilslutningen til et bestemt poli-
tisk parti. Populationen er i dette tilfzelde hele befolkningen. Stikpreven vil
sa veere et udsnit af befolkningen.

1Jf. engelsk »describe«, beskrive.

Population

Figur 1.1: Stikpreven er den delmeengde af
populationen, som man undersgger.
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Eksempel 1.2 Et firma vil undersege om der er lige mange af hver farve
vingummi i deres slikposer. Populationen er her alle de slikposer firmaet
producerer. En stikprove kunne veere et antal tilfeeldigt valgte poser fra
lageret.

En sidste ting statistik bruges til, er at finde frem til matematiske modeller
ud fra givne data. Maler man pa to forskellige statistiske variable, kan
man f.eks. udfere en regressionsanalyse for at se om der er en matematisk
sammenheng. Nar man analyserer data pa denne méade, skal man veere
opmerksom pa at en tilsyneladende sammenhzeng ogsa kan skyldes en
tredje sakaldt »skjult« variabel (se afsnit 1.2 nedenfor).

1.1 Repraesentativitet og systematiske fejl

Nar man veelger en stikprove, er det vigtigt at stikpreven er repraesen-
tativ. Dvs. stikprevens sammenseetning skal veere sadan at stikprevens
karakteristika svarer til populationens som helhed. Hvis stikpreven ikke er
repreesentativ, taler man om systematisk fejl.

Eksempel 1.3 En avis vil undersgge befolkningens holdning til digita-
lisering i det offentlige. De opretter derfor et spergeskema pa avisens
hjemmeside.

Her er problemet at man méa forvente at en del af de personer der er
kritiske over for digitalisering, ikke er pé internettet i nsevneveerdig grad.
Deres holdning vil altsd mangle i underseggelsen. Stikpreven er derfor ikke
repraesentativ.

Systematiske fejl forekommer altsa hvis nogle bestemte holdninger eller
egenskaber er over- eller underrepraesenterede i stikprgven i forhold til
populationen. Et ofte brugt eksempel pé systematiske fejl i udveegelsen af
en stikpreve er Literary Digests forudsigelse af, hvem der ville vinde det
amerikanske preesidentvalg i 1936:

Eksempel 1.4 11936 forudsagde det amerikanske tidsskrift Literary Di-
gest at Alfred Landon ville vinde det amerikanske preesidentvalg med 57%
af stemmerne. I stedet vandt den siddende preesident Franklin D. Roosevelt
valget med 62% af stemmerne. Det fejlagtige resultat fik tidsskriftet pa trods
af at de havde sendt spergeskemaer ud til 10 mio. amerikanere hvoraf 2,4
mio. svarede.[2]

Det der gik galt i undersegelsen, var to ting. For det forste havde tidsskriftet
faet adresserne pa de 10 mio. amerikanere der fik tilsendt et spergeskema,
fra bilklubber, telefonbgger og kartoteket over deres egne abonnenter. 11936
var depressionen pa sit hgjeste, dvs. de amerikanere der ejede en bil eller
en telefon eller abonnerede pa et tidsskrift, tilherte med al sandsynlighed
den rigeste del af befolkningen.

Det var dog sandsynligvis den anden fejl i designet der gav den falske for-
udsigelse.[5] Underspgelsen baserede sig nemlig pa de svar som tidsskriftet
modtog — dvs. det er muligt at der var en overveegt af folk med en bestemt
holdning blandt dem som gav sig tid til at svare.
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Som det fremgar af ovenstaende eksempler, skal man altsa overveje ne-
je hvordan man udveelger en stikpreve. I valgundersggelser og lignende
hvor man undersgger holdningen i en befolkning, veelger man typisk en
stikpreve p& omkring 1000 mennesker. Det er som regel tilstraekkeligt til
at stikprevens sammensetning kan afspejle befolkningen — men man skal
veere papasselig med udveelgelsen, og man skal sgrge for at fa de mennesker
repraesenteret der ikke gider svare pa sadan en undersegelse.

1.2 Skjulte variable

Malet for statistiske undersegelser kan veere at pavise en sammenhazeng
mellem forskellige storrelser. Her skal man passe pa at den sammenheeng
man ser, ikke i virkeligheden skyldes noget helt tredje. I sadanne tilfeelde
taler man om skjulte variable.

Eksempel 1.5 Hvis man sammenholder salget af is med antallet af druk-
neulykker, finder man ud af at i perioder med hgjere issalg er der ogsa flere
drukneulykker. Man kunne derfor fa den tanke at isspisning eger risikoen
for at drukne.

Dette er selvfolgelig noget vas. Undersgger man i stedet begge variable
(issalg og antal ulykker) i forhold til vejret, finder man hurtigt ud af at pa
varme dage selges der flere is, og der er ogsa flere folk der bader — hvilket
forer til at antallet af drukneulykker ages.

Det er altsa varmen der i dette tilfzelde er den skjulte variabel som de andre
afheenger af.

1.3 Ovelser

Ovelse 1.1 Ovelse 1.3

Et reklamebureau vil undersgge folks forbrug af snacks. En restaurant vil undersege hvordan de kan fa flere gee-
De sporger derfor 873 tilfeeldigt udvalgte mennesker om ster. De uddeler derfor et spergeskema sammen med
deres indkebsvaner. menukortene til geesterne i restauranten.

a) Beskriv hvad der er population og stikpreve i den-

L a) Er denne stikpreve repreesentativ?
ne situation.

Ovelse 1.4

Et forskerteam pa et stort universitet vil undersege
kostvanerne i befolkningen. De sperger derfor 1200 stu-
derende pa universitetet om deres indtag af forskellige
fodevarer.

Ovelse 1.2

En gruppe forskere vil undersege flyveruterne for en
bestemt type treekfugle. De indfanger derfor 29 af disse
fugle og tagger dem med en gps-sender.

a) Hvad er populationen, og hvad er stikpreven i
dette tilfzelde? a) Gor rede for om denne stikprogve er repreesentativ.



Ovelse 1.5

En sterre undersegelse blandt tv-seere viser at hvis man
ser DR Ramasjang, har man en mindre risiko for at blive
ramt af en gigtlidelse.

a) Kommentér dette resultat. Hvad er den skjulte
variabel?

Hvad er statistik?

Ovelse 1.6

I en underspgelse pa en folkeskole fandt man ud af at
bernene med de storste skosterrelser ogsa var dem der
var bedst til at leese.

a) Hvilke konklusioner kan man drage heraf? Er der
en skjult variabel?



Ugrupperet statistik

Den ugrupperede statistik handler om at beskrive adskilte data. Man kan
f.eks. forestille sig at man har spurgt en gymnasieklasse pa 25 elever hvor
mange gange de har veeret i biografen i lebet af det sidste &r. Svarene kunne

fordele sig som i tabel 2.1.
Tabel 2.1: Antal biografbeseg for 25 gym-

Dette dataseet bestar af 25 veerdier, x1, x3, ..., X35 hvor nasieelever.

x1=1, x%=0, x3=3, x4=2, oO0sw.

2.1 Variationsbredde, typetal og middelvaerdi

L~ NS
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Tabel 2.1 giver ikke ret meget overblik over dataseettet. Man kan bedre fa
et overblik over et dataseet hvis man kan beskrive det med nogle fa tal,
sakaldte deskriptorer.

F.eks. kan man se i tabellen at den mindste veerdi er xp;, = 0, og den storste
er Xmax = 6. Herudfra kan man beregne den sikaldte variationsbredde
som er forskellen pa den sterste og den mindste veerdi. I dette tilfeelde er
variationsbredden altsa

Xmax — Xmin =6-0=06.

Typetallet er den observation der optreeder flest gange. I dette tilfeelde er
typetallet 4 — dvs. der er flest elever der veeret i biografen 4 gange.

En deskriptor der kreever lidt mere udregning, er middelveerdien som for-
teeller hvad den gennemsnitlige observation er. Middelveerdien finder man
ved at leegge alle observationerne sammen og dele med det samlede antal.
For tallene i tabel 2.1 er middelveerdien

_ 1+0+3+2+4+--+1+0+0+4+5
X = o5 =2,88.

Definition 2.1

For et dataseet med n observationer xi, x, ..., x,, defineres middelveer-

dien x som
X Xyt Xy
x:—
n

Middelveerdien angiver den gennemsnitlige observation. Nar x = 2,88 for
dataseettet ovenfor betyder det altsé at de 25 gymnasieelever gennemsnitligt
har veeret i biografen 2,88 gange.



'Hvis der er et lige antal observationer er
medianen gennemsnittet af de to midterste
observationer.
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Man bruger somme tider symbolet y for middelveerdien af den bagved-
liggende population. De 25 adspurgte gymnasieelever kan f.eks. ses som
en stikpreve af den samlede population af alle danske gymnasieelever
(eller danske unge mellem 15 og 20). I dette tilfzelde bliver X et estimat
for populationens middelveerdi p der er middelveerdien for alle danske
gymnasieelevers biografbeseg (og denne veerdi er i sig selv ukendt).

2.2 Kvartiler

Middelveerdien af et dataseet kan pavirkes steerkt hvis der optreeder ekstre-
me veerdier. Hvis der f.eks. havde veeret en enkelt elev der havde veeret i
biografen 40 gange, ville middelveerdien have veeret meget hejere. Derfor
giver det nogle gange mening at beskrive et dataseet vha. medianen som er
den midterste observation.

Sorterer man de 25 tal fra tabel 2.1 og stiller dem op pa en lang reekke, er
medianen altsa midterste tal, dvs. tal nr. 13:!

median

0,0,0,0,1,1,2,2,2,3,3, 3, 3,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,6

Medianen for elevernes biografbesgg er altsa 3. Dvs. halvdelen af eleverne
har veeret i biografen 3 gange eller feerre. Den anden halvdel har veeret i
biografen 3 gange eller mere. Det er vigtigt at bemseerke at dette intet har at
gore med middelveerdien, og som man kan se er de to tal ogsa forskellige.

Nogle gange kan man enske lidt mere information end medianen alene
giver. Medianen findes ved at dele observationsseettet over i 2 halvdele.
Mere information finder man hvis man deler talseettet op i fire fjerdedele.
Herved finder man de sékaldte kvartiler:

nedre kvartil median gvre kvartil

0,0,0,0,1,1,2,2,2,3,3, 3, 3,4,4,4,4,4,/4,4,5,5,5,6

Nedre kvartil er medianen af den nederste halvdel. Da den nederste halvdel
indeholder et lige antal observationer (12) bliver nedre kvartil gennemsnit-
tet af de to midterste veerdier (nr. 6 og 7). Nedre kvartil er derfor

1+2
Q=—"=

1,5.

Medianen er det samme som for. Dvs. medianen er

m=3.
@vre kvartil er medianen af den gverste halvdel. Her skal der igen tages
gennemsnittet af to veerdier, dvs.

_4+4_

= 4.
%=

De tre tal Q;, m og Qs kaldes tilsammen kvartilsaettet.
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Kvartilseettet for elevernes biografbeseg er (1.5, 3, 4).

I stedet for betegnelserne »nedre kvartil, median og evre kvartil« bruger
man ogsa nogle gange »forste, andet og tredje kvartil«.

Definition 2.2

For et ugrupperet dataseet definerer man

« Medianen (eller andet kvartil) m som er den midterste observa-
tion. Er der et lige antal observationer, er medianen gennemsnit-
tet af de to midterste.

 Nedre (eller forste) kvartil Q; som er medianen af den forste
halvdel af observationerne.

o Ovre (eller tredje)kvartil Q3 som er medianen af den sidste halv-
del af observationerne.

Talseettet (Q;, m, Q) bestdende af alle kvartilerne kaldes kvartilsaet-
tet. Talseettet (xyin, O1, M, O3, Xmax) bestdende af mindste observation,
kvartilseettet og sterste observation kaldes det udvidede kvartilszet.

At nedre kvartil for biografbesggene er 1,5 viser at en fjerdedel (25%) af
eleverne var i biografen 1,5 gange eller feerre, mens tre fjerdedele (75%) var
i biografen 1,5 gange eller flere.

Qvre kvartil, Q; = 2 viser p4 samme made at tre fjerdedele af eleverne var
i biografen 4 gange eller feerre, mens en fjerdedel var i biografen 4 gange
eller flere.

Hvis man vil have et fuldsteendigt overblik over fordelingen, angiver man
ogsé sommetider det udvidede kvartilsset der som beskrevet bestar af kvar-
tilseettet samt den mindst og den sterste observation. I dette tilfeelde er det
udvidede kvartilseet

(0,1.5,3,4,6) ,

dvs. mindste observation er 0, nedre kvartil er 1,5, medianen er 3, gvre
kvartil er 4 og den sterste observation er 6.

En yderligere sterrelse man taler om i denne forbindelse, er kvartilbredden
der er afstanden mellem Q; og Qs, dvs. i tilfeeldet med biografbesegene er
kvartilbredden

Q3—Q1=4—1,5=2,5.
Stikpreven over biografbesggene kan altsa beskrives vha. en lang reekke

deskriptorer. Her folger en tabel over de deskriptorer der er fundet ind til
videre:



Tabel 2.2: Ny undersggelse af biografbeseg
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Deskriptor Veerdi

Minimum Xmin 0

Nedre kvartil O 1,5

Median m 3 ¢ Udvidet kvartilseet
@vre kvartil Qs 4

Maksimum Xmax 6

Middelveerdi x 2,88

Typetal 4

Kvartilbredde Qs -0y 2,5

Variationsbredde  Xmax — Xmin 6

2.3 Outliers

Man kan forestille sig at man har spurgt 10 andre gymnasieelever om hvor
mange gange de har veeret i biografen og faet svarene i tabel 2.2. Dette
observationssaet har middelveerdien

x =28,
og det udvidede kvartilseet er

(0,2,2.5,4,8) .

Kigger man pa dataseettet, ser man at en enkelt observation (den ene elev
der har veeret i biografen 8 gange) er ret stor i forhold til de andre. I dette
tilfeelde kan der veere tale om en sakaldt outlier, dvs. en observation der
ligger langt fra den typiske observation. Den folgende definition viser hvor
stor eller lille en veerdi skal veere for at man kalder den en outlier.

Definition 2.3

En observation x i et observationssaet kaldes en outlier hvis den ligger
mere en halvanden kvartilbredde under nedre kvartil eller mere end
halvanden kvartilbredde over gvre kvartil.

Dvs. x er en outlier hvis

x<Q1-15-(Qs-0Q1) eller x>Q3+15-(Qs-0Q1).

I tilfeeldet ovenfor er kvartilbredden

Q;-01=4-2=2.

Dvs. halvanden kvartilbredde under forste kvartil hhv. over trejde kvartil
svarer til

01-15-(B-01)=2-15-2=-1
Q3 +1,5-(3-01)=4+15-2=7

Idet observationen 8 er storre end 7, er der altsa tale om en outlier. Pa
samme made vil alle tal under -1 i princippet vere outliers (men i dette
tilfeelde er det umuligt at f4 negative tal som observation).
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2.4 Skeevhed

For de forste 25 adspurgte elever fandt man en middelveerdi pa 2,88 og
en median pa 3. En saddan fordeling hvor middelveerdien er mindre end
medianen, kaldes en venstreskaev fordeling.

I det foregaende afsnit blev der kigget pa et dataseet (10 elever) hvor mid-
delveerdien var 2,8, og medianen var 2,5. Her er middelveerdien altsa storre
end medianen. Denne fordeling er derfor hgjreskaev.

Definition 2.4
Et dataseet har en
o venstreskaev fordeling hvis middeltallet er mindre end medianen,
x<m,

o ikke-skaev fordeling hvis middeltallet er lig med medianen x = m,
eller en

+ hgjreskaev fordeling hvis middeltallet er sterre end medianen,
X >m.

Hvis fordelingen er ventre- eller hojreskeev, vil det kunne ses pa grafiske
afbildninger af fordelingen, jf. afsnit 2.7.

2.5 Varians og spredning

Béde variationsbredden og kvartilbredden er mal for hvor spredt et data-
seet er, men de tager ikke hejde for hvordan data ligger fordelt. Hvis der
er meget langt mellem maksimum og minimum, har man f.eks. en stor
variationsbredde, men de fleste af malingerne kan stadig ligge teet. Derfor
har man et andet mal for hvor spredt dataseettet er, nemlig den sékaldte
spredning.

For et dataseet definerer man forst variansen til at veere den gennemsnit-
lige kvadratafstand til middelveerdien. Spredningen er sa kvadratroden
af variansen. Pa denne made bliver spredningen et mal for hvor langt
observationerne i gennemsnit ligger fra middelveerdien.

Definition 2.5
For et dataseet x3, ..., X, med n elementer og middelvezerdi y definerer
man variansen
g2 G- p+ (o = )+t (o = 1)
n

og spredningen

n

Gz@:J(xl—u>2+<x2—u>2+---+<xn—u2>.
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Kigger man igen pa undersogelsen af de 25 elevers biografbesgg, finder
man her en spredning pa

\/ (1-2,88)2 + (0 - 2,88)% + (3 — 2,88) + - + (4 — 2,88)2 + (5 — 2,88)2
o =
25
=1,73.

Her viser det sig at der opstar et problem nar man arbejder med stikprever.
Man kan nemlig ikke bestemme en populations sande middelverdi y ud
fra en stikpreve, man kan kun estimere den ved stikprevens middelveerdi x.
Bruger man blot X i stedet for y, vil man konsekvent vurdere spredningen
til at veere for lille.

Eksempel 2.6 Pa et tilfeeldigt gymnasium er middelveerdien for hejden
af drengene 173 cm. Nu tager man en stikpragve for at estimere denne
middelveerdi. Man maler hgjderne af 3 drenge og far hhv. 168, 176 og 181

cm. Middelveerdien af disse hgjder er sa
_ 168+ 176 + 181
X = B S— =175.

Denne storrelse er et estimat for den sande middelveerdi pa 173 cm.

Bruger man den sande middelveerdi til at beregne spredningen, far man

\/(168 S 173 + (176 - 1737 + (181 173 _

3

Kender man ikke den sande middelveerdi, bliver man nedt til at estimere
den og i stedet bruge X, men sa far man

\/(168 - 1751+ (176 - 175 + (181 - 175) _

3

Man far altsa et for lille estimat for o hvis man bruger X som estimat for p.

Hvis man i stedet for at dividere med 3 i formlen ovenfor dividerer med 1
mindre (altsa 2) far man:

\/(168 —175) + (176 - 175) + (181 - 175)*

2

Dette tal er et for hejt estimat for den virkelige spredning, men det er altid
at foretraekke frem for et for lavt estimat.

Fordi man far et for lille estimat hvis man anvender ¥ i stedet for pu til
beregning af spredningen, dividerer man altsa med n - 1 i stedet for med n
fordi man sa far et bedre estimat for spredningen af en stikpreve.

Definition 2.7

For en stikprove bestaende af elementerne x;, x», ..., x, defineres stik-
provespredningen som tallet

.- J(x1 “ T2+ (- D+ + (X - X

n-1
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Kigger man igen pa undersogelsen af de 25 elevers biografbeseg, finder
man her at hvis de 25 elevers svar ses som en stikpreve pa biografbeseg
blandt gymnasieelever generelt, bliver stikprevespredningen

\/(1 ~2,88)% + (0 — 2,88)% + (3 — 2,88)% + -+ + (4 — 2,88)% + (5 — 2,88)>
S =
24
=176,

dvs. en lille smule hgjere end den spredning der blev beregnet ovenfor.

For de 10 elever der blev spurgt efterfolgende bliver stikprevespredningen
s = 2,30. Spredningen bliver starre her fordi dette dataseet indeholder fzerre
data og en outlier.

2.6 Hyppighed og frekvens

I alle beregninger ovenfor er der taget udgangspunkt i de ra data. Med 25
elever i stikpraven, bliver udregningerne ret besveerlige, og det bliver kun

veerre hvis man har en endnu sterre stikpreve (f.eks. 200 elever).
Tabel 2.3: Antal biografbeseg (sorteret).

Kigger man pa tallene, er det tydelige at selv om der er 25 elever i stikpreven
er der ikke 25 forskellige svar. For at fa et overblik kan man starte med at
sortere dem. Det er gjort i tabel 2.3.

I tabel 2.3 er det tydelige at nogle af tallene optreeder flere gange. Observa-
tionerne er alle tal fra meengden

B R W Rk O
g1 W NN O
gl W NN O
gl W NN O
AN R W =

X =1{0,1,2,3,4,5,6} .

Mengden X er altsa meengden af mulige observationer, her bestar den af
de hele tal fra 0 til 6.

Man kan nu lave en tabel over de forskellige tal og deres hyppigheder (dvs.
hvor mange gange de optraeder). Tabellen kunne se saledes ud:

Observation, x Hyppighed, h(x) Frekvens, f(x) Kum. fr., F(x)

0 4 16% 16%
1 2 8% 24%
2 3 12% 36%
3 5 20% 56%
4 7 28% 84%
5 3 12% 96%
6 1 4% 100%
Talt 25 100%

De forste to kolonner i tabellen viser hhv. observationen, dvs. antallet af
biografbesag og hyppigheden. Derefter udregnes frekvensen som er den
relative hyppighed, dvs. hvor stor en brekdel udger denne observation af
det samlede observationssaet.

Den sidste kolonne viser den kumulerede frekvens som angiver hvor stor en
brekdel af observationsseettet der udgeres af observationerne til og med den



ZSumtegnet Z betyder i denne sammen-
t<x
heeng at man summerer over alle de veerdier

der er mindre end eller lig med x.

*Bemeerk at frekvenserne her angives som
decimaltal. Frekvensen for den forste obser-
vation er f.eks. ikke 16, men 16%, hvilket jo
er det samme som 0,16.
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observation man kigger pa. Den kumulerede frekvens for 3 biografbeseg er
f.eks. 56% fordi 56% har veeret i biografen hejst 3 gange - eller med andre
ord: hvis man teeller til og med 3 biografbeseg, har man talt 56% af eleverne.

I det folgende defineres de tre storrelser der knyttes til hver observation:

Definition 2.8
For et dataseet med n observationer X, x,, ..., x,, defineres folgende
storrelser:
1. Hyppigheden h(x) er antallet af gange observationen x optreeder
i dataseettet.

2. Frekvensen f(x) er hyppigheden i forhold til det samlede antal,
dvs. f(x) = 2,

3. Den kumulerede frekvens F(x) er summen af frekvenserne til og
med frekvensen for den observation man betragter, dvs.?

F(x)= ) f(1).

t<x

Frekvensen i tabellen ovenfor angiver altsa hvor stor en del af de adspurgte
elever der har veeret i biografen 0 gange, 1 gang, osv. Dette kan veere nyttigt
hvis man skal sammenligne to klasser der ikke har lige mange elever. Tallet
angives ofte i procent, men det er ikke nedvendigt.

Den kumulerede frekvens angiver hvor mange elever der har veeret i biogra-
fen x gange eller faerre. Den kumulerede frekvens for observationen x = 2
er 36%. Det betyder at 36% af eleverne har veeret i biografen 2 eller feerre
gange. Tallet kan findes ved at leegge frekvenserne for observationerne
x =0,x =1o0gx = 2 sammen:

F(2) = £(0) + f(1) + f(2) = 16% + 8% + 12% = 36% .

Vil man nu beregne middelveerdien for dataseettet, kan man anvende hyp-
pighederne i stedet for bare at leegge alle de ra data sammen. Beregningen
af middelveerdien bliver sa

0-4+1-2+2-3+3-5+4-7+5-3+6-1

¥ = =288 .
25

Resultatet eendrer sig selvfolgelig ikke.

Idet frekvenserne fas ved at dele hyppighederne med det samlede antal,
kunne man ogsa dividere alle hyppighederne med 25 til at begynde med
hvorved man far?

x=0-0,16+1-0,08+2-0,12+3-0,20+4-0,28+5-0,12+6-0,04 = 2,88 .

Ved at anvende hyppighederne og frekvenserne kan formlerne for middel-
veerdi, spredning og stikprevespredning skrives pa en lidt anden made.
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Definition 2.9

For et datasaet med n observationer xi, ..., x, € X, defineres middel-
veerdien og spredningen*

p=%= X . =;{x~f(x),
Y (c = p)* - hx)
S E— = D x - f(x)
x€X

og stikprevespredningen

> (x -%)* - h(x)

x€X

n-1

Middelveerdien kaldes i definitionen ovenfor bade u og . Betegnelsen p
anvendes hvis datasaettet udger hele populationen, mens x bruges hvis
dataseettet er en stikprove fra en sterre population.

2.7 Grafiske afbildninger

I dette afsnit gennemgés 3 forskellige afbildninger til at fa overblik over et
ugrupperet dataseet:

« Et stolpediagram som er godt til at fa overblik over et enkelt dataszeet.

« Et trappediagram.

« Et boksplot som er godt til sammenligning af forskellige dataszet.

Sejlediagram

Undersggelsen om de 25 gymnasieelevers biografbeseg gav falgende tabel:

Observation, x Hyppighed, h(x) Frekvens, f(x) Kum. fr., F(x)

0 4 16% 16%
1 2 8% 24%
2 3 12% 36%
3 5 20% 56%
4 7 28% 84%
5 3 12% 96%
6 1 4% 100%
Ialt 25 100%

Herudfra kan man tegne et sgjlediagram. Det bestar i at man afseetter de
enkelte observationer ud ad en forsteakse og derefter tegner sgjler hvis
hejde er lig hyppigheden eller frekvensen.

*Sumtegnet Z betyder i denne sammen-
xeX
haeng at man skal summere over alle de for-

skellige observationer, dvs. tallene i meeng-
den X.

= N W s g
I I I I I I I
t t t t t t t

LIl

1 2 3 4

Figur 2.4: Elevernes biografbeseg som sgj-
lediagram med hyppigheden op ad anden-
aksen.
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Figur 2.5: Elevernes biografbesag som sgj-
lediagram med frekvensen op ad andenak-

sen.

100% |

80% |

60% |

40% |

Figur 2.6: Trappediagram over elevernes
biografbesog.

- TH

0 1 2 3 4 5 6

Figur 2.7: Boksplot over elevernes biograf-

besog.
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Pa figur 2.4 ses et sgjlediagram hvor hgjden pa sgjlerne er givet ved hyp-
pigheden. Figur 2.5 er det samme sgjlediagram, men her er hgjderne givet
ved frekvensen. Som man kan se, er de to sgjlediagrammer ens bortset fra
inddelingen pa andenaksen.

Hvis man blot vil have et overblik over datamaterialet, er det udmeerket at
anvende hyppighederne. Vil man imidlertid sammenligne to dataseet, er det
en god ide at anvende frekvenserne. Det gor det nemmere at sammenligne,
iseer hvis de to dataseet man sammenligner, ikke indeholder lige mange
observationer. Det kunne f.eks. veere hvis man sammenlignede to klasser
med et forskelligt antal elever.

Fordelingen af observationerne i dette dataseet er i gvrigt, som tidligere om-
talt, venstreskeev. Kigger man pa sejlediagrammet, kan man se at »veegten«
i diagrammet ser ud til at veere forskudt mod venstre. Havde fordelingen
i stedet veeret hojreskeev, ville sgjlerne have set ud til at skubbe sig mere
mod hgjre.

Trappediagram

Et trappediagram er et diagram over de kumulerede frekvenser. Man afseet-
ter den kumulerede frekvens ud for observationen og beveeger sig derefter
vandret, ind til man kommer til den neaeste observation hvor man springer
op til den neeste kumulerede frekvens. Herved fremkommer et diagram,
der ligner en trappe, se figur 2.6.

Det er muligt at anvende et trappediagram til at sammenligne forskellige
observationsseet, men boksplottet som introduceres nedenfor, er et mere
overskueligt redskab til sammenligninger.

Boksplot

Et boksplot er et diagram som laves udelukkende ud fra det udvidede
kvartilseet. Herved kasserer man en masse information, men til gengeeld
far man et diagram der pa meget overskuelig vis kan vise hvordan tallene
fordeler sig.

Et boksplot over elevernes biografbeseg kan ses pa figur 2.7. Der tegnes
lodrette streger ud for den mindste observation (0), nedre kvartil (1,5),
medianen (3), gvre kvartil (4) og den storste observation (6). Dernaest
forbindes de lodrette streger som pa figuren.

Selve boksen kommer derved til at indeholde den midterste halvdel af obser-
vationerne, mens de vandrette linjestykker i enderne viser biografbesggene
for den nederste hhv. den overste fjerdedel af klassen.

Nar man tegner boksplot over fordelinger, bliver det nemt at sammenligne.
Hvis man har det udvidede kvartilset for begge de to undersogelser (de
forste 25 elever (A) og de efterfglgende 10 (B)), kunne man for eksempel
have folgende tabel:
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Dataseet Mindsteveerdi Q; m Qs Sterste veerdi B
A 0 1,5 3 4 6
B 0 2 25 4 8 A 4{

Kigger man blot pa tallene, kan det veere sveert at se forskel pa de to klasser.
Tegner man derimod et boksplot over begge fordelinger i samme diagram
(se figur 2.8), bliver det pludselig nemmere at sammenligne.

F.eks. kan man se at selv om B har den elev der har det stgrste antal

0 2 4 6

vha. boksplots.

biografbeseog, sa har de nederste 50% af eleverne i B veeret lidt sjeeldnere i
biografen end de nederste 50% i A. Den midterste halvdel i B ligger ogsa
teettere end i A, dvs. kvartilbredden er mindre her (B har dog stadig sterre

stikprevespredning end A, jf. beregningen ovenfor).

2.8 Ovelser

Ovelse 2.1
Man har malt 9 tilfeeldigt valgte menneskers hgjder (i
cm). Tallene ser saledes ud:

169, 176, 176, 184, 182, 161, 189, 173, 176 .

a) Bestem middelveerdien.

b) Bestem typetallet og variationsbredden.

Ovelse 2.2
Priserne pa en isvaffel med 2 kugler er blevet undersegt
i 15 forskellige ishuse:

32, 32, 33, 33, 33
34, 35, 35, 36, 36,
36, 36, 37, 38, 38.

a) Bestem middeltallet.
b) Bestem kvartilseettet og det udvidede kvartilseet.

Ovelse 2.3
Pa en gde motorvejsstraekning males hastigheden af
nogle forbikerende biler:

128, 130, 127, 134, 156, 136, 182, 130, 133.

a) Bestem kvartilseettet og kvartilbredden.
b) Indeholder datasettet outliers?

Ovelse 2.4
I et supermarked szelges bakker med tomater. Antallet
af tomater i 10 forskellige bakker er

15, 15, 16, 16, 16, 17, 18, 19, 20, 20.
a) Bestem middelveerdien.
b) Bestem kvartilseettet.

c) Er fordelingen af tomater hgjre- eller venstre-
skeev?

Ovelse 2.5
Skosterrelsen hos en gruppe gymnasieelever fra et be-
stemt gymnasium er blevet malt til

35, 36, 36, 37, 39, 39, 39, 40, 41, 42, 43, 43, 44, 46, 48.
a) Bestem middelveerdien.

b) Bestem typetallet.

c) Bestem variansen og spredningen i gruppen.

Gruppen af gymnasieelever kan ses som en stikprove af
alle eleverne fra det pageeldende gymnasium.

d) Beregn et estimat for middelveerdien og sprednin-
gen for gymnasiet som helhed.

Figur 2.8: Sammenligning af biografbesog
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Ovelse 2.6

En gruppe bern spiller ringspil. De far felgende antal
point:

0,0,0,0,5,5,5, 15, 20, 20, 20, 20, 20, 35, 35, 50.
a) Lav en tabel med hyppigheder, frekvenser og ku-
mulerede frekvenser for dataseettet.
b) Beregn middelveerdien og spredningen vha.

frekvenserne.

Ovelse 2.7
En gruppe gymnasieelever bliver spurgt hvor langt (i
hele km) de har i skole. Svarene fordelte sig saledes:

4,6,3,4,2,7,3,4,5,4,4,10,3,1,1, 4,6, 5, 3, 6.
a) Lav en tabel med hyppigheder, frekvenser og ku-
mulerede frekvenser for datasaettet.
b) Tegn et sgjlediagram over fordelingen.
c) Beregn middelverdien.
Ovelse 2.8

I en slikbutik bliver der solgt poser med blandet slik. En
vejning af 25 af poserne giver disse veerdier (i gram):

96, 96, 96, 97, 98,
98, 98, 98, 99, 99,
100, 100, 100, 100, 100,
100, 101, 102, 102, 103,
103, 103, 104, 105, 107.

a) Bestem det udvidede kvartilseet for fordelingen.

b) Tegn et boksplot for fordelingen.

Ugrupperet statistik

Ovelse 2.9

I en hotdogspisningskonkurrence opger man hvor man-
ge hotdogs deltagerne nar at spise pa 10 minutter. Talle-
ne fordeler sig saledes:

6,9,8,12,9,10,8,6,9,13,7, 15.

a) Bestem typetallet og variationsbredden.

b) Bestem middelveerdien og spredningen.

c) Bestem det udvidede kvartilseet.

d) Afger om fordelingen er hgjre- eller venstreskaev.

e) Tegn et boksplot for fordelingen.

Ovelse 2.10

En biograf opger i lebet af to uger hvor mange billetter
der selges om dagen til en bestemt actionfilm, A. De far
tallene

412, 236, 341, 211, 127, 375, 273,
238, 354, 207, 199, 256, 213, 158.

a) Bestem middelveerdien og spredningen.

b) Bestem det udvidede kvartilseet.

For en anden film, B, giver samme opteelling det udvide-
de kvartilseet (180, 216, 232, 276, 367).

c) Tegnisamme koordinatsystem boksplot for de to
fordeling.

d) Sammenlign fordelingen af billetter for de to film
vha. boksplottene.
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Man taler om grupperet statistik nar de data man ser pa, er arrangeret i
intervaller. Dette kan f.eks. ske hvis der er tale om et meget stort dataseet,
eller hvis man méler data med mange decimaler. Her vil man typisk have
et meget stort antal forskellige observationer, og det giver derfor mening
at gruppere dem i intervaller. Typisk vil intervallerne greense op til hin-
anden; det er dog ikke strengt nedvendigt. Men intervallerne skal altid
veere adskilte — dvs. den samme veerdi méa ikke here til flere forskellige
intervaller.

Tabel 3.1: Stikprove af veegten af sukkerpo-

I tabel 3.1 ses en stikprgve fra et firma der producerer poser med sukker. sor

Tabellen viser en kontrolvejning af en stikprgve pa 500 poser. Der er her
tale om si mange tal at det ikke kan betale sig at liste alle de vejninger der
ligger til grund for tabellen. Derfor har man i stedet opdelt de forskellige

Interval (i gram) Antal

veegte i intervaller. 800-850 11

850-900 17
Nér man ser pa tabellen, kan man ikke umiddelbart se om en veegt pa 850 g 900-950 53
skal regnes med i det forste eller det andet interval. Det kan derfor veere 950-1000 208
en god ide at bruge intervalnotation for at beskrive om de veegte der ligger 1000-1050 125
pa greenserne skal regnes med det ene eller det andet sted. 1050-1100 36

Man kan ogsa se at hyppighederne i dette tilfzelde er nogle temmeligt store
tal. De tilherende frekvenser ser saledes ud:

Interval Hyppighed, h  Frekvens, f Kumuleret frekv., F

1800; 850] 11 2,2% 2,2%
1850; 900] 17 3,4% 5,6%
1900; 950] 53 10,6% 16,2%
1950; 1000] 208 41,6% 57,8%
11000; 1050] 125 25,0% 82,8%
11050; 1100] 86 17,2% 100,0%
I alt 500 100,0%

Ud fra denne tabel, kan man bestemme typeintervallet som er det interval
der har den sterste hyppighed. Typeintervallet er her ]950;1000].

3.1 Middelvardi og spredning

Middelveerdien og (stikpreve-)spredningen kan ikke beregnes pa samme
made som det blev gjort for den ugrupperede statistik. Det kan de ikke
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fordi man ikke ved hvordan veegtene fordeler sig i de enkelte intervaller.
De r4 data der ligger til grund for tabellen, har man som sagt ikke.

Det man sa gor i stedet, er at antage at veegtene ligger jeevnt fordelt i
intervallerne. Sa kan man nemlig bruge intervallernes midtpunkter som
enkelte observationer.

Definition 3.1

For et dataseet, der er grupperet i n intervaller, Jay; b1], Jas; bo], ...,
lan; b,], som i alt indeholder N observationer, er middelveerdien

my-hy+ my-hy+ -+ my-hy
N

:ml.f1+m2.ﬁ+...+mn.fn’

u:f:

spredningen er

_Jom-u>2-h1+---+<mn—y>2-hn
7° N

= J(my —p)? - fi+ e+ (= 1) fo

og stikprevespredningen er

S =

J(ml —%)2 - byt o+ (my - %2 By
N-1 '
h; er intervallets hyppighed, f; er frekvensen, og m; er intervallets

ai+b,~
2 -

midtpunkt, m; =

For at beregne middelverdien for dataseettet ovenfor tilfajer man en kolon-
ne med intervalmidtpunktet:

Interval Intervalmidtpunkt, m Frekvens, f
1800 850] 825 2,2%
18505 900] 875 3,4%
1900;950] 925 10,6%
1950; 1000] 975 41,6%
11000; 1050] 1025 25,0%
]1050; 1100] 1075 17,2%

'Her anvendes betegnelsen X for middelveer- ~ Middelvaerdien er si!
dien da det drejer sig om en stikpreve og

ikke hele populationen. X = 825- 0,022 + 875 - 0,034 + - + 1075 - 0,172 = 992.7 .

Gennemsnitsveegten i tabellen er altsa pa 992,7 g.

3.2 Grafiske afbildninger

I dette afsnit gennemgas tre afbildninger for grupperede data:
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 Histogrammer som svarer til de stolpediagrammer man kan tegne
for ugrupperede data.

« Sumkurver som svarer til trappediagrammer og bl.a. kan anvendes
til at bestemme kvartilseettet.

« Boksplot som er fuldsteendigt magen til den tilsvarende afbildning
for ugrupperede data.

Histogrammer

I'et histogram afbilder man intervallernes frekvens som sgjler. I modseaetning
til et sgjlediagram kan man dog ikke lade sgjlernes hojde veere afgjort af
frekvensen. Hvis man gjorde det, ville brede intervaller f4& mere veegt i
afbildningen end smalle intervaller, og det duer ikke.

I stedet lader man sejlernes areal svare til frekvensen, se figur 3.2.

Nar man bruger arealet til at angive frekvensen er det nedvendigt at angive,
hvor stort et areal, der svarer til en bestemt procentdel. Dette er illustreret
pa figuren hvor rektanglet i gverste hejre hjerne viser hvor stort et areal
der svarer til 5%.

Da det er arealet der angiver frekvensen, er der ikke brug for en andenakse,
og den udelades derfor som regel.

Hvis det forholder sig sddan at alle intervallerne er lige brede, kan man dog
lade hejden svare til frekvensen. Mange CAS-verktejer arbejder pa denne
méade. Men det er vigtigt at huske at sa skal intervallerne veere lige brede.

I dette tilfeelde er intervallerne faktisk lige brede, dvs. det er tilladt at tegne
histogrammet som pa figur 3.3.

For et histogram er det altsa vigtigt at huske at

intervalfrekvensen er arealet af den pageeldende sgjle — med
mindre alle intervallerne er lige brede.

Sumkurver

En sumkurve tegnes pa baggrund af de kumulerede frekvenser. Kurven
illustrerer hvor mange procent af dataseettet der ligger under en bestemt
veerdi. Da kurven skal vise hvor mange procent der ligger under en given
veerdi, er det de hgjre intervalendepunkter der afsettes ud ad forsteaksen.

Man kan derfor tilfeje en kolonne med intervalendepunkter til tabellen

ovenfor:
Interval Hgjre intervalendepunkt Kumuleret frekvens
1800; 850] 850 2,2%
1850; 900] 900 5,6%
1900; 950] 950 16,2%
1950; 1000] 1000 57,8%
11000; 1050] 1050 82,8%

]1050; 1100] 1100 100,0%

|

800 900 1000 1100

vaegt (g)

Figur 3.2: Histogram over veegtfordelingen.
Arealet angiver frekvensen.

Frekvens (%)
40 + [ ]
30 +

20 +

800 900 1000 1100

vaegt (g)

Figur 3.3: Histogram over veegtfordelingen.
Hgjden angiver frekvensen.
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Figur 3.4: Sumkurve over veegtfordelingen.

Figur 3.5: Pa figuren til venstre afleeses 0,8-
fraktilen. Tallet viser at 80% af poserne vejer
under 1044,4 g.

Til hgjre afleeses ud for 1025 pa forsteaksen.
Tallet her viser at 70,3% af poserne vejer
1025 g eller mindre mindre.
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Sumkurven tegnes derefter ved at afsette de hejre intervalendepunkter ud
af forsteaksen og de kumulerede frekvenser ud ad andenaksen. De afsatte
punkter forbindes derefter med linjestykker.

Da sumkurven angiver hvor mange procent der ligger under en given veerdi,
kan den f.eks. bruges til at undersgge hvor mange procent af poserne der
vejer under 1025 g, eller hvad den maksimale veegt er for de 80% af poserne
der vejer mindst. Det sidste kalder man 0,8-fraktilen eller 80%-fraktilen. Der
geelder folgende definition:

Definition 3.2

For et statistisk talmateriale betegner p-fraktilen den veerdi i observa-
tionsseettet der har en kumuleret frekvens pa p.

Pa figur 3.5 kan man se en afleesning af 0,8-fraktilen. Man gar ud fra 80% pa
andenaksen og afleeser den tilsvarende veerdi pa forsteaksen. Det afleeste
tal 1044,4 viser at 80% af poserne i stikpreven vejer 1044,4 g eller mindre.
Tilsvarende vejer 20% af poserne derfor 1044,4 g eller mere.

Figuren viser ogsa en afleesning af hvilken fraktil der svarer til en veegt pa
1025 g. Her gar man ud fra 1025 pa fersteaksen og afleeser det tilsvarende
tal pa andenaksen. Det afleeste tal er 70,3%. Det betyder at 70,3% vejer under
1044,4 g, altsa vil 29,7% af poserne veje mere end 1025 g.

Ud fra sumkurven definerer man ogsa kvartilseettet.

Definition 3.3
Pa en sumkurve for et givet statistisk materiale kan man afleese kvar-
tilseettet (Q1, Qs, O3).

1. Nedre kvartil, O, er 25%-fraktilen.

2. Medianen, Q, er 50%-fraktilen.

3. Ovre kvartil, Q5 er 75%-fraktilen.

Pa figur 3.6 ses en afleesning af kvartilseettet. Man gar ud fra hhv. 25%, 50%
og 75% pa andenaksen og afleeser de tilsvarende veerdier pa forsteaksen.
Her ser man, at kvartilsaettet er

(960.6,990.6,1034.4) .

Kum. frekvens Kum. frekvens
100% + 100% +
80% + 80% + /
« 70,3%
60% + 60% +
40% + 40% +
20% + 1044,4 20%
‘ : —Y > veegt (g) ‘ : : — veegt (g)
800 900 1000 1100 800 900 1000 1100

(a) Afleesning af 0,8-fraktilen (b) Hvor mange poser vejer under 1025 g?
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Kumuleret frekvens

100% |
75% |
50% |
25% |
990,6

10% 960,6 1034,4

: ‘ r r. L : veegt (g)

800 900 1000 1100

Disse tal viser, at

« 25% af poserne vejer 960,6 g eller mindre,
+ 50% af poserne vejer 990,6 g eller mindre, og

+ 75% af poserne vejer 1034,4 g eller mindre.

Boksplot

At tegne et boksplot for et grupperet dataseet er ikke anderledes end at
tegne et boksplot for et ugrupperet dataseet. Der hvor de to ting adskiller
sig er i, hvordan man skal finde kvartilseettet. Nar forst det er fundet sa er
fremgangsmaden fuldsteendigt den samme.

For veegtfordelingen der er set pa ovenfor, var kvartilseettet
(960.6,990.6,1034.4) .

Den mindste veerdi var 800 og den sterste 1100. Det udvidede kvartilseet er
altsa
(800, 960.6, 990.6, 1034.4, 1100) ,

og et boksplot over denne fordeling vil derfor se ud som pa figur 3.7.

Figur 3.6: Afleesning af kvartilseettet pa
sumkurven for veegtfordelingen.

1 1 1 veegt (g)
800 900 1000 1100

Figur 3.7: Boksplot over veegtfordelingen.
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3.3 Ovelser
Ovelse 3.1

I et firma bliver de ansatte spurgt om hvor lang tid de
bruger pa at komme pa arbejde. Svarene fordeler sig
saledes:

Tid (minutter) Antal

0-10 8
10-20 14
20-30 12
30-40 9
40-50 7

a) Bestem typeintervallet.

b) Beregn middelveerdien og spredningen.

Ovelse 3.2
I en atletikkonkurrence bliver der labet et 100 m-lgb.
Deltagernes tider (i sekunder) er

18,1 153 143 14,6 11,1
164 13,7 134 13,1 15,0
15,2 14,7 16,5 13,6 14,6
134 15,6 13,7 164 123
149 14,6 129 14,7 14,1

a) Gruppér data i intervaller med en bredde pa 1s,
og lav en tabel med hyppigheder og frekvenser.

b) Tegn et histogram over fordelingen.

c) Beregn middelveerdien vha. de ra data og ved
hjeelp af de grupperede data.

d) Kommentér pa forskellen.

Ovelse 3.3

Grupperet statistik

En gartner maler hgjden af roserne i en park. Hgjderne

fordeler sig som i felgende tabel:

Hgjde (cm)

Antal

10-15
15-20
20-25
25-30
30-35
35-40

21
57
65
43
17
2

a) Bestem middelveerdien.

b) Tegn en sumkurve.

c) Bestem kvartilseettet.

Ovelse 3.4

28 elever tager en matematiktest. Pointene fordeler sig

som i tabellen:

Point  Antal elever

0-10
10-20
20-30
30-40
40-50

N0 W

a) Tegn en sumkurve og bestem kvartilseettet.

b) Hvor stor en andel af eleverne fik mere end 35

point?

¢) Hvor mange point fik de bedste 20% af eleverne?
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Hvis man har malt en reekke sammenherende veerdier af to variable hvor
den ene variabel atheenger af den anden, kan man i nogle tilfeelde opstille
en model over sammenhzngen mellem de to variable.

Nar man har et dataseet (x1, y1), (%2, }2), ..., (%n, y») kan man preve at mo-
dellere sammenheengen med en funktion f sadan at grafen for f kommer
til at ligge sa teet pa punkterne som muligt. Da der altid er méleusikkerhed
forbundet med malinger af virkelige data, vil en sddan graf aldrig ga gen-
nem alle punkterne. Afvigelsen mellem modellens y-veerdi y; = f(x;) (ogsa
kaldet den estimerede veerdi) og den malte y-veerdi y; kalder man residualet.
For punktet (x;, y;) er residualet

r=Yi— i

En méade at bestemme funktionen pa bestar i at finde den funktion f hvor
residualerne samlet set bliver sa sma som muligt. Et mal for den samlede
afvigelse er givet ved kvadratsummen af residualerne’

_ 2, 2 2
SSE=1r{+ry +=+1,.

Denne storrelse ensker man sa at minimere. Fordi man ser pa kvadraterne
af residualerne, kaldes metoden ogsé for mindste kvadraters metode.

Hvis funktionen f neevnt ovenfor er en lineger funktion, f(x) = ax + b,
finder man ved hjelp af metoden den rette linje der passer bedst pa de n
punkter (xi1, y1), (X2, ¥2), --- » (Xn, ¥n)- Residualerne har s& formen

ri=yi—(ax; + b) .

Kvadratsummen SSE af residualerne bliver si

n
SSE = 7"12 + }"22 4o + rrzl = Z(yl = axj — b)2 . (41)

i=1

Den rette linje y = ax + b vi seger, er sa den linje hvor kvadratsummen
SSE er mindst mulig.

Det viser sig at tallene a og b for denne linje kan beregnes pa folgende
made:

27

SSE er en forkortelse for »sum of squares
of errors of prediction, altsa kvadratsum-
men af fejlene/afvigelserne, dvs. residualer-
ne.



Tabel 4.1: Sammenhgrende malte veerdier
af x og y.

AN O R
00 O\ W |

Tabel 4.2: x, y, x - y og x2. Den nederste
reekke viser gennemsnittene.

NN O X
O AN W -
(@)}

N

R
<
8
<
2

oo

3 45 195 14

@)

y=12x+0,9
®

/ : ; ; (1)

2 4 6

Figur 4.3: Den bedste rette linje gennem de
4 punkter.
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For datapunkterne (xi, y1), (x2, ¥2), ---, (%n, ¥n) findes den bedste rette
linje y = ax + b, hvor

og

I denne seetning er X gennemsnittet af x-veerdierne, y er gennemsnittet af
y-veerdierne, X - y er gennemsnittet af x - y, osv.

Eksempel 4.2 Tabel 4.1 viser ssmmenhgrende veerdier af den uathengige
variabel x og den uafheengige variabel y. For at kunne bruge formlerne
skal man bruge en reekke gennemsnit. Disse er beregnet i tabel 4.2.

Man kan nu beregne

Y-
a=22
2 _

X-J 195-3-45
= =1.2.
72 14 - 32

og
b=y-a-x=45-12-3=09.

Den bedste rette linje har derfor ligningen
y=12x+09.

Punkterne og linjen kan ses pa figur 4.3.

Som det méaske fremgar af eksemplet, kan det hurtigt blive besveerligt at
beregne den bedste rette linje vha. formlerne i seetning 4.1. Heldigvis er
metoden indbygget i de fleste CAS-veerktgjer, sa man kan negjes med at
indtaste punkterne og fa veerktgjet til at beregne ligningen.

Bevis for formlerne

For at kunne bevise formlerne i setning 4.1 er det nedvendigt at vide
hvornar en kvadratsum antager sit minimum:

Kvadratsummen q(c) = Y., (z; - ¢)* antager sit minimum, nar ¢ = Z.

Bevis
Man har kvadratsummen

q(c) = Z(Zi -of.
i=1
g(c) er altsa en funktion af ¢ som er givet ved

q&)=(z1 -0+ (z- )+ +(z - ).
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Man kan nu omskrive udtrykket for g(c) pa folgende méde,

n

q(c) = > (zi - o)
i=1

Z (z;2 +cf - Zzic)

i=1

nc - <2izi>c+zn:zi2
i=1

i=1

n
nc® - (2nz)c + Z z.
i=1

g(c) er altsa et andengradspolynomium i c. Et andengradspolynomium
y = Ac? + Bc + C hvor A > 0, antager sit minimum i toppunktet, og her er
B

C:_ﬂ'

I q(c) = nc® - (2nz)c + Y1, 27 er koefficienterne
n
A=n, B=-2nzZ og C=Zzi2.
i=1
g(c) antager sit derfor sit minimum néar
-2nz
2n

=Z. ]

C =

Af szetning 4.3 fAr man umiddelbart at S er mindst nér®

b=y-ax=y-a-x. (4.2)

Man har altsa nu et udtryk for den rette linjes skeering med andenaksen.

For at finde et udtryk for heeldningskoefficienten a indseettes udtrykket
(4.2) i udtrykket for kvadratsummen SSE fra (4.1):

n

SSE = ) (y; - ax; - b)*

(yi - y) - alx; - X))

n n n

= <Z(xi - x)z> a’ - (2 Z(xi -X)(yi - Y)> a+ Z(J/i -7
' i=1 i=1

Dette er et andengradspolynomium i a som antager sit minimum hvor

_ 2% -0 -Y) _ Y%= %) - )
23 (xi = %)? Y (xi - %)? '

Man kan vha. en del udregning vise at denne brek kan skrives som

n _

X Xiyi—n-x-y

a= n 2 —2
Qi Xi-n-x

hvilket igen kan reduceres sa man far formlerne i seetning 4.1.

n
?Undervejs benyttes at Z ¢ = nc?, og at

i=1

n
Z Z; = nz.
i=1

*Man setter z; = y;,—ax; og ¢ = biudtrykket
i seetningen.
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4.1 Forklaringsgrad

Man kan altid beregne den bedste rette linje vha. formlerne i seetning 4.1,
men det er selvfolgelig ingen garanti for at punkterne rent faktisk ligger
pa nogenlunde pé en linje. Man har derfor fundet pé et mal for hvor godt
den fundne linje passer pa datapunkterne, den sakaldte forklaringsgrad.

Hvis der slet ingen sammenhaeng er mellem x og y i datapunkterne, sa
kan man forvente at alle y-veerdierne varierer omkring gennemsnittet y
uaftheengigt af x-veerdien. Dette giver en kvadratsum pa forskellen mellem
den malte y-veerdi og den forventede y-veerdi (som her er y) pa

n
Syy = Z(yi _y)z .
i=1

Syy er altsa kvadratsummen pa afvigelserne nar man antager at der slet
ingen sammenhaeng er mellem x og y.

Men i virkeligheden forventer man en sammenheeng mellem x og y, og
i dette tilfeelde kan afvigelserne beskrives ved kvadratsummen SSE som
er kvadratsummen pa afvigelserne nar man modellerer de givne data med
en linezer funktion. Denne vil veere mindre end S,,. Man beregner si

forklaringsgraden som
R - Syy — SSE .

Syy
Tallet R? viser altsd hvor mange procent SSE er mindre end S,,,,.. Hvis SSE er
meget lille i forhold til Sy, vil dette tal ligge teet pa 1, mens det vil ligge taet
pa 0 nar SSE er naesten lige sa stor som S, dvs. nar den linezere funktion
ikke ligger meget teettere pa punkterne end hvis man blot sa pa et rent
gennemsnit af y-veerdierne.

Forklaringsgraden er et udmeerket mal for hvor godt linjen passer pa de
givne punkter, men den kan ikke std alene. Nar man foretager lineser
regression for at finde den bedste rette linje, kan man gere det uden at
tegne grafen. Man kan sadan set ngjes med at fa et CAS-veerktgj til at
beregne linjens ligning og forklaringsgraden R?. Forklaringsgraden kan sa
bruges til at afggre, om det er fornuftigt at modellere sammenhzengen med
en ret linje.

I praksis er det dog altid fornuftigt at tegne grafen, for det viser sig at man
kan fa den samme rette linje og forklaringsgrad ud fra vidt forskellige data.

Statistikeren Francis Anscombe beskrev i en artikel i 1973 fire forskellige
dataseet som havde den samme regressionsligning og forklaringsgrad, men
sa vidt forskellige ud.[1] De fire dataseet kan ses i tabel 4.4.

Indseetter man de fire dataseet i hver deres koordinatsystem, far man billedet
pa figur 4.5. Det ses tydeligt at de fire dataseet er udtryk for vidt forskellige
fordelinger. Det forste dataseet ser ud til nogenlunde at kunne modelleres
med en ret linje. Punkterne ligger i hvert fald nogenlunde tilfzeldigt omkring
linjen. Det neeste dataseet (averst til hgjre) viser en tydelig sammenheeng -
men den er bestemt ikke linezer. De sidste to dataseet har et enkelt punkt
der ligger helt anderledes end alle de andre (en outlier).
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x y x y x y x y

4 4,26 4 31 4 5,39 8 6,58
5 5,68 5 474 5 5,73 8 5,76
6 7,24 6 6,13 6 6,08 8 7,71
7 4,82 7 7,26 7 6,42 8 8,84
8 6,95 3 8,14 8 6,77 8 8,47
9 881 9 8,77 9 711 8 7,04
10 8,04 10 9,14 10 7,46 8 5,25
11 8,33 11 9,26 11 7,81 8 5,56
12 10,84 12 9,13 12 8,15 8 791
13 7,58 13 8,74 13 12,74 8 6,89

14 9,96 14 8,1 14 8,84 19 125

Pa trods af deres forskellighed har de alle den samme regressionslinje og
forklaringsgrad, nemlig

y=0,50-x+3,00, R:=0,67.

Forklaringsgraden alene er altsa ikke tilstreekkelig til at afgere om en lineser
model passer »godt« pa de givne data. Det er derfor en god ide at tegne
grafen sa man kan fa et overblik over hvordan punkterne fordeler sig, for
man evt. foretager lineser regression.

I det tilfeelde hvor et enkelt punkt ligger helt anderledes end de andre,

2 )

ey

2 4 6 8 10 12 14 16 18

) )

1

— > (1) —t
2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tabel 4.4: Anscombes fire dataseet. Fra [1].

Figur 4.5: Anscombes fire dataseet afbildet
i hver deres koordinatsystem.

Her ses det tydeligt at det drejer sig om vidt
forskellige sammenhaenge.



Tabel 4.6: Danmarks indbyggertal 2010-

2019.[4]

Arstal Indbyggertal

2010 5534738
2011 5560628
2012 5580516
2013 5602628
2014 5627235
2015 5659715
2016 5707 251
2017 5748769
2018 5781190
2019 5806081
Indbyggertal (mio.)

59 |

ar efter 2010

2 4 6

Figur 4.7: Regression over Danmarks ind-

byggertal 2010-2019.
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giver det god mening at undersegge dette punkt grundigere. Kunne det evt.
veere resultatet af en fejlmaling? Og hvis grafen krummer pa en karakteri-
stisk made, kunne det maske veere at man skulle anvende en helt anden
regressionstype.

4.2 Residualplot og residualspredning

Nar nu forklaringsgraden ikke kan bruges som objektivt mal, giver det altsa
god mening at undersgge grafen. Men det kan veere sveert at se med det
blotte gje om punkterne ligger teet pa grafen eller om der er en karakteristisk
afvigelse mellem punkterne og linjen.

Man ber derfor altid kigge pa residualplottet, dvs. et plot af residualerne
som funktion af de tilherende x-veerdier. Disse skal helst veere sma i forhold
til de malte y-veerdier, og de ma ikke udvise noget karakteristisk menster.

Men man kan faktisk sige noget mere end det. Hvis der er en lineger sam-
menheaeng i dataene sa vil afvigelserne (dvs. residualerne) veere udtryk
for maleusikkerhed. Man kan derfor lave statistik pa residualerne for at
undersoge dette.

Nar man foretager lineger regression, bliver residualerne
ri=yi-ax-b,

dvs. gennemsnittet af residualerne er
F=y-ax-b.

Men da b = y - ax, bliver ¥ = 0. Gennemsnittet af residualerne er altsé 0.

Spredningen af residualerne kan estimeres vha. den sakalde residualspred-
ning. Den beregnes pa folgende made:

Definition 4.4

Hvis en reekke datapunkter (xi; y1), ..., (xn; y») modelleres med den
rette linje y = a - x + b, er residualspredningen givet ved

5

B a8 a1 oo a2
o SSE= iR AT o
n-2 n-2

hvor ry, o, ..., ry er residualerne.

Det viser sig at maleusikkerheder typisk er normalfordelte. Hvis data kan
modelleres fornuftigt med en lineser model, skal residualerne veere normal-
fordelte med middelveerdi 0 og spredning s.[3]

Eksempel 4.5 Tabel 4.6 viser Danmarks indbyggertal i &rene 2010-2019.
Hvis man foretager lineser regression pa disse data, far man grafen pa
figur 4.7. Regressionsligningen er

y =0,031x + 5,520 ,

hvor x er antal ar efter 2010, og y er indbyggertallet i mio.
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® 1 °
0,01 { o o ® °
°
°
°
v 1 * (1)
2 4 6 8 -0,01 0,01
°
-0,01 | . .
o ® ° -1
(a) Residualplot. (b) Normalfordelingsplot.

Forklaringsgraden og residualspredningen kan beregnes til
R*=0,985 og s=0,013.

Forklaringsgraden viser at punkterne ligger ganske teet pa den rette linje,
og residualspredningen er lille set i forhold til y-veerdierne der alle ligger
mellem 5 og 6.

Figur 4.8 viser residualplottet og et kvartilplot over residualerne. Ud fra
residualplottet kan man argumentere for at der muligvis er et menster i
residualerne, men uden flere data kan man lige sa vel argumentere for at
residualerne svinger tilfzeldigt.

Kvartilplottet viser til gengeeld at residualerne er nogenlunde normalfor-
delte da punkterne ligger teet pa den rette linje. Samlet set kan man ud fra
de to parametre, grafen, samt de to plots pa figur 4.8 argumentere for at
Danmarks indbyggertal i den givne periode udmeerket kan beskrives ved
en lineser model.

4.3 Konfidensintervaller

Hvis det er rimeligt at beskrive data med en linezer model, er den beregnede
heeldningskoefficient og skeering med andenaksen et estimat for de virkelige
veerdier i den bagvedliggende model. I denne sammenhzeng skelner man
mellem de virkelige veerdier for de to parametre a og b og de estimerede
tal a og b som er beregnet ud fra stikpreven.

Man er typisk interesseret i at finde ud af hvor godt estimatet egentlig
er. Man kan derfor beregne et sédkaldt konfidensinterval for heeldningsko-
efficienten a som den med en hvis procentdels sandsynlighed vil ligge i.
Ofte beregner man det sakaldte 95% konfidensinterval: Hvis dataene er
udtryk for en stikpreve fra en bagvedliggende lineser model, vil 95% af de
heeldningskoefficienter man beregner pa baggrund af en stikpreve ligge i
dette interval. Man kan derfor med nogenlunde rimelighed pasté at 95%
konfidensintervallet angiver hvor den »rigtige« heeldningskoefficient med

95% sikkerhed befinder sig.

Idet méaleusikkerheder forventes at vaere normalfordelte, kan man udle-
de at de heeldningskoefficienter man kan beregne ud fra stikprever, er

Figur 4.8: Residualplot og normalforde-
lingsplot over residualerne ved linezer re-
gression over Danmarks indbyggertal 2010-
2019.
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Figur 4.9: For standardnormalfordelingen
ligger 95% af fordelingen mellem 1y g,s.

*t-fordelingen er en fordeling man finder
nar man undersgger normalfordelte data
pé baggrund af en middelveerdi og en spred-
ning som er estimeret ud fra en stikprove.[6]

S5
2

Figur 4.10: Graferne for standardnormal-
fordelingen (stiplet) og t-fordelingen med
hhv. 1, 2 og 5 frihedsgrader.
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normalfordelte med middelveerdi a og spredning

_ o
zn:(xi - %)
i=1

hvor o er den teoretiske spredning af residualerne. Man kan finde et sakaldt
95% konfidensinterval ved at beregne intervalgreenserne

Oq

o
\lex ’

o

axnyozs: —F—— .
' \/Sxx

Tallet ng 25 er den veerdi som 2,5% af standardnormalfordelingen (dvs. med
u =0, 0 = 1) ligger over. Dvs. 95% af normalfordelingen ligger mellem
+ng,025 (se figur 4.9). Da normalfordelingen skalerer peent, ligger 95% af en
hvilken som helst normalfordeling altsd mellem de to veerdier y + ng g5 - 0.

95% af de mulige stikprever vil altsa resultere i en estimeret veerdi a der
ligger mellem greenserne

at19  —.
Sxx

Problemet er nu at man hverken kender den teoretiske residualspredning o
eller den sande veerdi af a, men kun den estimerede residualspredning s og
den estimerede heeldning a. Og nar man bruger denne estimerede spredning,
er de estimerede d-veerdier ikke leengere normalfordelte — de fordeler sig
derimod efter den sakaldte t-fordeling.* Den estimerede spredning for a

bliver[7]
s s

E N
Z(xi - %)
i=1

hvor s er den estimerede residualspredning.

Sa =

Sterrelsen a er som neevnt t-fordelt. t-fordelingen er den fordeling man
finder hvis man kigger pa fordelingen af en normalfordelt parameter der
er estimeret ud fra en stikprgve. Idet man kun kender en stikpreve og ikke
hele det underliggende dataseet, far man en frekvensfordeling der ligner
normalfordelingen, men med »tykkere haler« fordi en sterre procentdel af
de malte veerdier vil ligge leengere veek fra middelveerdien nar middelveerdi
og spredning kun er estimater.

Ydermere vil t-fordelingen atheenge af hvor stor stikpreven er — det sakaldte
antal frihedsgrader. Som man kan se pa figur 4.10 vil ¢-fordelingen komme
teettere og teettere pa normalfordelingen jo flere frihedsgrader der er, dvs. jo
storre stikprgven er. Det skyldes at jo flere data man har, jo teettere vil den
estimerede middelverdi og spredning ligge pa de rigtige veerdier — og den
estimerede fordeling vil sa ligge teettere pa den teoretiske normalfordeling.

Har man n datapunkter vil man s& kunne beregne et 95% konfidensinterval
for parameteren a som er

N
Sxx

a =+ o 25 °
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hvor ty 25 svarer til tallet ng o5, men for t-fordelingen med n - 2 friheds-
grader.

Pa samme made kan man i gvrigt bestemme et konfidensinterval for para-
meteren b (linjens skeering med andenaksen). Her finder man konfidensin-

tervallet[7]
A s
b+ ty g5 - —=

Nk

hvor s er den estimerede residualspredning, og n er antallet af datapunkter.

Alle argumenterne ovenfor kan samles i denne seetning:

Hvis man foretager lineger regression pa et dataseet, kan man bestemme
(1- a)-konfidensintervaller for parametrene a og b i den linegere model
y = ax + b som

og

Tallet « i seetningen ovenfor er 5% (dvs. 0,05) for et 95% konfidensinterval,
1% (dvs. 0,01) for et 99% konfidensinterval, osv.

4.4 Andre typer regression

Sammenhzngen mellem x og y i et dataseet (x1, 1), ..., (%, yn) er ikke
nedvendigvis lineger. Der kunne for eksempel ogsé veere tale om en potens-,
en eksponentiel eller en polynomiel sammenhzng.

Potens- og eksponentiel regression foretages af de fleste programmer ved
at transformere dataszettet og derefter lave linezer regression pa de trans-
formerede data. Hvis sammenheengen mellem x og y er eksponentiel, har
man nemlig

y=b-a
log(y) = log(b - a”)
log(y) = log(a) - x + log(b) ,

dvs. hvis sammenhgengen mellem x og y er eksponentiel, sa vil sammen-
haengen mellem x og log(y) veere lineser. Man kan derfor lave linecer regres-
sion pa dataseettet (xq,log(y1)), ..., (xn, log(yn)). Herved finder man log(a)
og log(b) hvorefter man kan transformere tilbage til a og b.

Man kan tilsvarende transformere en potenssammenheeng til en lineser
sammenheeng ved at tage en logaritme til bade x- og y-veerdierne i data-
seettet.

Pointen er her at hvis man foretager regression pa baggrund af transforme-
rede data, vil R? ogsa veere beregnet pa baggrund af transformerede data.
Man skal altsa her veere ekstra forsigtig med fortolkningen, og det er derfor
vigtigt at man ogsa kigger pa bade grafen og residualplottet.
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Man har méalt disse sammenherende verdier af to vari-

4.5 velser

Ovelse 4.1

able x og y:
X: 1 3
y: 14 12

10

a) Bestem den bedste rette linje vha. formlerne i seet-

ning 4.1.

Ovelse 4.2

Tabellen herunder viser antallet af studenter (i tusinder)
der gennemforte stx i det pageeldende arstal.

Ar  Antal studenter (tusinder)

2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016

118
125
132
140
148
155
161

Udviklingen kan modelleres med en linezer model f(x) =
ax + b, hvor x er antal ar efter 2010 og f(x) er antal stu-

denter (malt i tusinder).

a) Bestem tallene a og b vha. lineser regression.

b) Tegn residualplottet.

c) Beregn residualspredningen.

d) Tyder residualplottet pa at det er en god model?

Linezer regression

Ovelse 4.3

a)
b)

Lav et kvartilplot over residualerne fra gvelse 4.2.

Er residualerne tilneermelsesvis normalfordelte
med spredning lig residualspredningen?

Qvelse 4.4
Tabellen herunder viser antallet af ledige danskere (i
tusinder) i det pageeldende arstal.

Ar  Antal ledige (tusinder)

2011 229
2012 212
2013 201
2014 198
2015 178
2016 174
2017 157

Udviklingen kan modelleres med en linezer model f(x) =
ax+b,hvor x er antal ar efter 2011 og f(x) er antal ledige
(malt i tusinder).

a)
b)

d)

Bestem tallene a og b vha. lineger regression.

Lav et kvartilplot over residualerne, og brug dette
til at afgere om der er tale om en god model.

Bestem 95% konfidensintervallet for a.

Hvor mange ledige danskere er der i 2025 hvis
denne udvikling fortseetter?
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