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Vektorer i planen

Hvis man skal beskrive hvordan man beveaeger sig mellem to punkter A
og B i en plan, har man brug for bade at vide hvad retningen er fra A til
B, og hvor langt der er. Denne beskrivelse kan man give vha. en sakaldt
vektor som er en matematisk sterrelse der angiver en retning og en leengde.
Vektorer navngives med et bogstav med en lille pil over, f.eks. @. Mere
formelt kan man definere vektorer saledes:

Definition 1.1

En vektor @ er en matematisk storrelse i planen der har en leengde
og en retning. Leengden af vektoren d@ beneevnes |d|.

To vektorer er lig med hinanden hvis de har samme leengde og retning.

Figur 1.1 viser nogle repraesentanter for forskellige vektorer. Bemeerk den
specielle vektor 0 der er tegnet som en prik. Denne vektor kaldes nul-
vektoren og beskriver en bevaegelse hvor man ikke flytter sig ud af stedet.
Nulvektoren er den eneste vektor der har leengden 0. Denne vektor kaldes
ogsa en uegentlig vektor, idet den ikke har nogen veldefineret retning.!

At pilene pa figuren kaldes repraesentanter for vektorerne, skyldes at en
vektor kun angiver leengde og retning, men ikke har et startsted. Den
samme leengde og retning kan tegnes et vilkarligt andet sted, og de viste
pile er derfor kun en angivelse af hvordan vektoren ser ud, men ikke af

hvor den ligger (fordi den egentlig ikke ligger noget sted).

Til enhver vektor herer en sakaldt modsat vektor som er den vektor der
peger i den modsatte retning (se figur 1.2). Den er defineret pa folgende
made:

Definition 1.2

Til enhver vektor @, definerer man den modsatte vektor — @ som den
vektor der har samme leengde som @, men den modsatte retning.

Enhver vektor @ har ogsa en sakaldt tveervektor som star vinkelret pa a.
Den defineres saledes:

Definition 1.3

For en vektor @ defineres tveervektoren a som den vektor man far
ved at dreje @ 90° i positiv omlgbsretning (dvs. mod uret).

R

8|

Figur 1.1: Repreesentanter for nogle forskel-
lige vektorer.

'Hvis man ikke beveeger sig ud af stedet, kan
man ikke angive en retning for beveaegelsen.

8|

Figur 1.2: En vektor @ og dens modsatte
vektor —d.
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Figur 1.3: Tveervektoren @ til 7.

Figur 1.4: Addition af vektorer.

6 Vektorer i planen

Et eksempel pa en tveervektor kan ses pa figur 1.3.

Den modsatte vektor bevaeger sig altsa i modsat retning af en given vektor,
mens en tveervektor star vinkelret pa. Nar man sammenligner to forskelli-
ge vektorer, kan man ogsa undersgge om de er modsat rettede eller star
vinkelret pa hinanden.

Definition 1.4

To vektorer @ og b kaldes
/ ensrettede
s hvis @ og b peger i samme parallelle retning,

/ modsat rettede
e hvis @ og b peger i modsatte parallelle retninger,

parallelle, @ | b
hvis @ og b er enten ensrettede eller modsat rettede,

V4

\/ ortogonale, @ L b

hvis @ stéar vinkelret pa b.

Da nulvektoren 0 ikke er en egentlig vektor, er denne hverken parallel
med eller vinkelret pa nogen anden vektor.

1.1 Regning med vektorer

Der findes forskellige regneoperationer for vektorer. Bl.a. kan man leegge
dem sammen. Det gor man ved at leegge de pile der repreesenterer vekto-
rerne, i forleengelse af hinanden.

Definition 1.5

Summen @ + b af de to vektorer @ og b er den vektor man far ved
at tegne en pil fra ‘d’s begyndelsespunkt til b’s slutpunkt nar vektor
b leegges i forlengelse af vektor a.

Fremgangsmaden er illustreret pé figur 1.4. P figuren ses at @ + b=0b+4d,
reekkefolgen man leegger vektorer sammen i er altsa ligegyldig — preecis
som nar man leegger tal sammen. Af figuren kan man ogsa se at man kan
bestemme @ + b som diagonalen i det parallelogram der udspaendes af
vektorerne d og b nér de har samme begyndelsespunkt. (Parallelogrammet
kaldes ogsa »kreefternes parallelogram«.)

Differensen mellem to vektorer bestemmes som en addition med den mod-
satte vektor.



1.2 Koordinater 7

Definition 1.6

Differensen @ — b mellem de to vektorer @ og b er givet ved

—

G-b=da+(-b).

Man kan ogsa fortolke subtraktion af vektorer geometrisk. Man har folgen-
de seetning (se ogsa figur 1.5):

Differensen @ — b af de to vektorer @ og b er den vektor man far
ved at tegne en pil fra b’s slutpunkt til @’s slutpunkt nar @ og b
tegnes med samme begyndelsespunkt.

Man kan ogsa gange en vektor med et tal. Nar en vektor ganges med et tal,
eendres dens leengde. Hvis man f.eks. ganger en vektor med 2, bliver den
dobbelt sa lang, og hvis man ganger med —2 bliver den dobbelt s lang og
skifter retning (se figur 1.6).

Definition 1.8
Hvis d@ er en vektor, og k er et tal, defineres vektoren k- @ pa felgende
méade:

« Leengden af k- @ er |k|-|d]|.

« Hvis k > 0 har k- @ samme retning som da.

« Hvis k < 0 har k- @ den modsatte retning af a.

Bemeerk at retningen af k - @ ikke er defineret for k = 0. Det skyldes at
leengden af 0- @ er 0-|@| = 0.Dvs. 0-d = 0, og denne vektor har slet ikke
en retning. Af definitionen folger i ovrigt ogsé at (—1) - @ er den vektor
der har samme leengde som @, men peger i modsat retning. Dvs.

-1)-a=-qa.

1.2 Koordinater

Hvis man skal bruge vektorer til at tale om beveaegelse i planen, er det
nedvendigt at seette nogle tal pa; dette kan man gere ved at indtegne
vektorerne i et koordinatsystem. Man kan definere et koordinatsystem ved
at bestemme to vektorer 7 og J som har retning langs hhv. ferste- og
andenaksen, og hvor begge har leengden 1.

Definition 1.9

I planen betegner 7~ en vektor med leengde 1 i forsteaksens retning,
og 7 betegner en vektor med leengde 1 i andenaksens retning.

Bemeerk her at 7 = 7. Det skyldes at man altid vil fa andenaksen ved at
dreje forsteaksen 90° mod uret.

a
_lg
2

<

Figur 1.6: Multiplikation af en vektor med

et tal.

o


https://www.geogebra.org/m/y6a2pvfa

8|

TL
T

Figur 1.7: Vektoren d er givet ved d@ =
4-T+3-7.

Figur 1.8: Vektorer i et koordinatsystem.

<
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Figur 1.7 viser hvordan en vilkarlig vektor kan tildeles koordinater. Vektor
‘d pa figuren beveeger sig 4 skridt mod hgjre og 3 opad. Vektoren kan derfor
skrives som en sum af 4 - 7 og 3- 7, idet man beveeger sig 4 skridti 7°’s
regning og 3 skridt i 7”’s regning. Dvs.

Fordi det er besveerligt at skrive vektorer pa denne méade, har man opfundet
en lettere notation, sidan at man i stedet skriver

z:<§>,

hvor det gverste tal altsa viser hvor mange skridt man skal ga i fersteaksen
retning, og det andet tal viser hvor mange skridt man skal g i andenaksens
retning.

Definition 1.10

) - : a
Hvis en vektor @ har koordinatseettet <a1>’ betyder det at
2

—

a=a; -1 +ay-7J .

Bemeerk her at hvis a; er et negativt tal, vil vektoren beveege sig mod venstre
(dvs. modsat 7°). Og hvis a; er et negativt tal, vil vektoren beveege sig nedad
(i modsat retning af 7). Tegner man en vektor i et koordinatsystem, kan
man altsa angive vektoren ved et koordinatseet som viser hvor mange
enheder man har beveget sig hajre/venstre, og hvor mange enheder man
har bevaeget sig op/ned. Figur 1.8 viser vektorerne fra figur 1.1 indtegnet i
et koordinatsystem og angivet med koordinater.

Koordinatseettet for en vektor skrives altid lodret med forstekoordinaten
pverst og andenkoordinaten nederst — pa denne made kan man let se forskel
pa en vektor og et punkt. Vektoren

-1

2
beskriver derfor den folgende beveegelse i et koordinatsystem: 1 skridt
mod venstre og 2 skridt opad. De to vektorer 7 og 7 kan ogsa tildeles

koordinater. Idet de to vektorer repreesenterer en bevaegelse pa hhv. et
skridt til hejre og ét skridt opad, ma der geelde at

Nar man har indfert koordinater, kan man ogsa omskrive beregninger med
vektorer til koordinater. F.eks. geelder der om den omvendte vektor at hvis
—d har den modsatte retning af @, sa gar — @ mod venstre hvis @ gar mod
hgjre. P4 samme made ma — @ ga ned nir @ gar op. Altsi ma —a have de
samme koordinater som @, men med modsat fortegn.


https://www.geogebra.org/m/hczssqze
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. a — .
Hvis a = ( 1), har den modsatte vektor — @ koordinaterne

a
— —a;
—a = o
—ay

— -3 . .
Eksempel 1.12 Hvis @ = ( ) ), sa er den modsatte vektor givet ved

+()-(3)

Her kan man se, at @ betegner en beveegelse pa 3 til venstre og 1 op, mens
den modsatte vektor — @ betegner en beveegelse pa 3 til hgjre og 1 ned.

Koordinaterne til en tvaervektor kan beregnes pa felgende made:

[ a o fa —dz
Hvis a = ,saer a = .
az ai

Bevis (skitse)
P4 figur 1.9 er de to vektorer @ og d indtegnet i et koordinatsystem. Som

det ses af figuren er
Eay —-a
a = ( 2) . |
ai

For tveervektorer geelder folgende seetning som kan bevises ved regning
med koordinaterne:

-
—das a,

Figur 1.9: Koordinaterne til 7 kan findes

ud fra koordinaterne til @. Q

For to vektorer @ og b geelder

~
A
a

1. d=-4d,og

Ud fra koordinaterne kan man ogsa bestemme vektorens leengde. Leengden
af vektoren svarer til leengden af en pil der repreesenterer vektoren. Denne
leengde kan findes vha. Pythagoras’ seetning. Ser man pa figur 1.10, ser man
at pilen der repreesenterer vektoren

~_ (-3
=, )
er hypotenuse i en retvinklet trekant hvor kateterne er hhv. 3 og 4. Vekto-

rens leengde | @] kan altsa beregnes ved at bruge Pythagoras’ seetning pa
vektorens koordinater

|d| = /(_3)2 +42 =5 Figur 1.10: Leengden af en vektor kan be-

regnes ud fra dens koordinater.
Der geelder derfor felgende seetning:


https://www.geogebra.org/m/fxhbxyrh
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a

1 .
), sa er vektorens
az

Hvis vektoren @ har koordinaterne d = (

|d| = \[a? + a3 .

Det viser sig at man let kan leegge vektorer sammen eller treekke dem fra
hinanden hvis man kender deres koordinater. Den folgende seetning viser
hvordan.

leengde

Hvis der er givet to vektorer

sa er

- | T a; + by - T a; — by
a+b—<a2+b2> og a b_(ag—b2>'

E=a1~7+a2-7 og b:bl'T-f'bg‘T.

— —

al-T+a2-7+b1-T+b2-7

Q
+
S
Il

:a1-7+b1-7+a2-7+b2-7

- - +b
:(a1+b1)- 1 +(a2+b2)- ] = (Z;-i‘b;) .

For differensen mellem de to vektorer geelder at (se seetning 1.11)

- 7T = - (@ =b1\ (a1 +(=b)\ _[(a1—b
a-b= a+( b)_<az>+<—bz> - <az+(—bz) S \a—by)
Hermed er szetningen vist. |

Nér man ganger en vektor med et tal k, bliver vektoren |k| gange sa lang,
og den skifter retning hvis k < 0. Det betyder at begge koordinater ma
blive |k| gange sa store, og skifte fortegn hvis k < 0. Dette sker netop nar
man ganger koordinaterne med k.

. — a o
Hvis a@ = <a1> er en vektor, og k er et tal, sa er
2

— k'al
k-a _<k-az> .
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1.3 Enhedsvektorer

Inogle sammenhaenge giver det mening at anvende sakaldte enhedsvektorer,
dvs. vektorer med leengde 1.

Definition 1.18

En enhedsvektor er en vektor € med leengden 1.

I det seedvanlige koordinatsystem i planen er to retninger specielle, nemlig
de retninger der er givet ved forste- og andenaksen (x- og y-aksen), disse
retninger er givet ved enhedsvektorerne 7 og 7~ som er blevet introduceret
tidligere. Man kan dog lave en enhedsvektor i en vilkarlig retning. Der
geelder nemlig den folgende seetning.

Hvis @ er en vilkarlig vektor, vil en enhedsvektor € 7 i samme retning
som d kunne beregnes som

1

—a.
|d|

—
B =

Man beregner € 7 ved at gange @ med et positivt tal, sa de to vektorer har
samme retning. At vise at € 7 er en enhedsvektor (dvs. at dens leengde er
1) overlades som en gvelse til leeseren.

1.4 Forbindelsesvektorer

Har man to punkter i planen, fastleegger disse en vektor. P4 figur 1.11
ses to repraesentanter for vektoren AB dvs. den vektor der beskriver en
bevaegelse der starter i punktet A og slutter i punktet B. Pilen fra A til B
fastleegger vektoren AB; men fordi alle pile med samme leengde og retning
er repreesentanter for den samme vektor, kan man altsa lige sa godt tegne
vektoren et andet sted — som det ogsa er gjort pa figuren. Man har felgende
definition:

Definition 1.20: Forbindelsesvektor

Hvis A og B er to punkter i planen, sa er forbindelsesvektoren AB den
vektor der kan repraesenteres ved en pil fra A til B.

Koordinaterne for vektoren AB kan man finde ved at underspge hvor
meget x-koordinaterne sendrer sig nar man flytter sig fra A til B. Hvis de to
punkters koordinater er A(xy, y1) og B(x2, ¥2), s& mé x-koordinaten vokse
med x; — x; og y-koordinaten vokse med y; — y; (se figur 1.12). Man har
derfor folgende seetning:

&)

AB

Bed
AB

1

Figur 1.11: To repreesentanter for vektoren

AB.

)

Yo

Y2— N

:
X1

1

:
X2

Figur 1.12: Sadan beregnes koordinaterne

til vektoren AB.



@

A(xo, Yo)

0/ <x)
Yo

@)

- (1)

Figur 1.13: Vektoren OA har samme koor-

dinater som punktet A.

A

Figur 1.14: Indskudsseetningen: AB = AC+

CB.

<
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Vektoren AB mellem punkterne A(x;, y1) og B(xz, ;) har koordina-

terne
v ("2 - xl) .
Y2—W1

Hvis man har ét punkt i et koordinatsystem, kan man herudfra definere
en vektor der har samme koordinater som punktet, dette er en sakaldt
stedvektor der gar fra origo (dvs. (0,0)) til punktet (se figur 1.13).

Definition 1.22

Hvis A(xo, o) er et punkt i et koordinatsystem, defineres stedvektoren

til punktet som
O - (x°> |
Yo

OA er vektoren fra 0(0,0) til A(x, Y0)-

For vektorer mellem punkter geelder specielt folgende vigtige seetning.

Hvis A, B og C er tre punkter i planen, sa er
AB=AC+CB.

Bevis
Lad de tre punkter have koordinaterne A(x, y1), B(x2, y2) og C(x3, y3). S&
er

AC+ B = ("3"“) + ("2"“3)
Ys=n Y2— V3
_ X3— X1+ X9 — X3 _ Xy — X1 :14—B.
V3=Y1+Y2=)3 Y2 =1
Idet der altsa geelder at AC + CB = AB, er setningen bevist. |

Indskudsseetningen er illustreret pa figur 1.14. Seetningen siger at man kan
beregne vejen fra A til B ved at g en omvej over C.

1.5 Vinkler

I dette afsnit gennemgas sammenhsengen mellem vektorkoordinater og
vinkler. Skal man male vinklen mellem vektorer direkte, kan den males pa
forskellig vis. Enten kan man male den mindst mulige vinkel. Eller man
kan male vinklen ved at ga i en bestemt retning fra den ene vektor til den
anden.


https://www.geogebra.org/m/s36nemhg

1.5 Vinkler 13

Definition 1.24: Vinkler mellem vektorer

Hvis @ og b er to vektorer, definerer man

8|

1. vinklen mellem vektorerne @ og b som er den mindste vinkel o\ <0
der udspeendes mellem vektorerne, og
2. vinklen fra a til b som er den vinkel med fortegn man fér ved b

. — . 7 2
at bevaege sig fra vektor a til vektor b. Figur 1.15: Vinklen v er vinklen mellem @

) - — . - og b, og wer vinklen fra a til b.
Vinklen mellem vektorerne @ og b betegnes ogsa med Z(a, b).

Forskellen pa de to vinkler kan ses pa figur 1.15.

?Positiv omlebsretning er mod uret sa hvis

. — man beveeger sig med uret, er vinklen nega-
Vinklen mellem a@ og b er altsd en vinkel mellem 0° og 180°, mens vinklen iy,

fra G til b er en vinkel mellem —180° og 180°.

Enhver vektor har ogsa en retningsvinkel der angiver denne vektors retning
i koordinatsystemet. Den defineres pé folgende made:

Definition 1.25

Retningsvinklen for vektoren @ er vinklen fra 7" til @.

Pa figur 1.16 ses 3 forskellige vektorer og deres retningsvinkler.

Kender man en vektors leengde og retningsvinkel, kan man bestemme dens
koordinater. Der geelder nemlig:

Figur 1.16: Vektoren 7~ og retningsvinkler-

ne for forskellige vektorer. O

Vektoren @ med leengde || og retningsvinkel v har koordinaterne
—-_ a - cos(v)
~\ 4@ -sin(w) ) -

er en enhedsvektor der peger pa det retningspunkt

Bevis <cos )

Vektoren € = | .
sin(v)

pé enhedscirklen der svarer til vinkel v. Da € peger i samme retning som
‘@ og har leengden 1, ma

— i — a - cos(v)
a=\|d|l-€e= .

a - sin(v)

Hermed er szetningen bevist. |

Det er ogsa muligt at udlede en formel til at finde retningsvinklen for en
vektor ud fra koordinaterne:


https://www.geogebra.org/m/tjjmbk5p
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Lad vektoren d vere givet ved koordinaterne

Vektorens retningsvinkel er da

cos ! (“—4) hvis a; > 0
V=

lal
—cos™! (%) hvis a; < 0

Bevis
. — a . . — . .
Hvis @ = ( ), vil en enhedsvektor i a’s retning veere givet ved

a
a
s L (@) _(Ta
a — |— - a .
lal \ a2 Kl

Enhedsvektoren har leengde 1, sa den peger pa det punkt pa enhedscirklen

o . . — cos(v \
der svarer til vinklen retningsvinklen v. Dvs. €5 = <singv§ ) Altsa er
a a
cos(v) = — < v=4cos ' (_1) .
al [dl

Hvis vektoren @ har en positiv y-koordinat (a; > 0), sa vil retningsvinklen
veere positiv, dvs. lesningen med + er den korrekte. Den anden lgsning er
korrekt hvis a, < 0. Hermed er seetningen bevist. [ |

Eksempel 1.28 I dette eksempel bestemmes leengden og retningsvinklen
for de to vektorer

Leengden af vektor a er

1d|=V32+a2=5,

1 /(3 .
U = COS g = 53,13".

Leengden af vektor b er

‘_b" = 22+ (=7)2 = V53 =7,28,

og retningsvinklen er

1 2 .
W = —COS — | = -=74,05".
7,28

Bemeerk at retningsvinklen for b er negativ fordi vektor b har en negativ
andenkoordinat.

og retningsvinklen er
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1.6 Ovelser
Dvelse 1.1 o . & d-b+7 f) 4-G+3-T—5-b
Tegn repreesentanter for to vilkarlige vektorer @ og b. R
Indtegn herefter vektorerne g) 2- F_0b h) b-5.a4+7C
-a b) 2-4a
a) —d _ ) a.» Ovelse 1.7
c) da+b d a-1b Punkterne A, B, C og D er givet ved koordinaterne
I . — A(2,1), B(3,5), C(—4,0) og D(2,9) . Bestem koordina-
€ 3-d+b fy 2-a-3-b terne til de folgende vektorer:
Qvelse 1.2 _ a) AB b) BC
’.I‘egn repraesentarit)er fgr to vilkarlige vektorer @ og b, ¢ DC d) AD
indtegn herefter @ + b. . .
e) CA f) BD
a) Brug din skitse til at argumentere for at det altid
ma veere sandt at ‘E’ + F‘ <lal+ ‘I_;‘ Ovelse 1.8

. Reducér sa meget som muligt:
b) Hvordan ligger de to vektorer @ og b i forhold

tilhinandenhvis‘7+ F‘zﬁﬂ—i—’ﬂ? a) AB+BC+CD+DE
b) AB+BD + BB+ DA
Ovelse 1.3 ¢) AD+CB+AC+BA+DC

Bestem den modsatte vektor til de felgende vektorer:

_ 3 _ _s _ 6 Ovelse 1.9
a) a= < 4> b) b = (12> € ¢= <0> Bestem koordinaterne til vektoren @ med retningsvin-
kel v nar

Ovelse 1.4 a) |dl=4o0gv=236

Bestem leengden af vektorerne i ovelse 1.3. .
b) |d|=530gv =100

Ovelse 1.5 c) |d]=120gv=—-120°
Bestem tveervektoren til de felgende vektorer:
Ovelse 1.10
a) G = <§> b) b= <_15> Der er givet de tre vektorer

a=(1)., T=(2) og v=(7
Ovelse 1.6 “\5)” —\o g “\2 /-

Der er givet de tre vektorer
Tegn de folgende vektorer i et koordinatsystem, og be-

3 - —9 0 regn derefter deres leengde og retningsvinkel.
() 7=(3) =0 ;
a) d b) b
Beregn vektorerne o T d a+ b
a) G+ Db b) 2-3 e) b-7 f) 2-G-5-b

0 b-7T d T+3-3@ g) T+0b+27






Skalarprodukt og

determinant

Indtil videre er der kun set pa addition og subtraktion nar man regner med
vektorer. Der findes dog ogsé& andre regneoperationer, nemlig skalarpro-
duktet og determinanten som gennemgas i dette kapitel. Man kan ikke
gange to vektorer med hinanden, men begge de to regneoperationer kan
fortolkes som en slags multiplikation.

Hvis man ganger to tal med hinanden, kan resultatet fortolkes pa to mader,
enten som en leengde eller som et areal. F.eks. kan 2 - 3 forstas som det sted
pa tallinjen der er 2 gange s& langt henne som 3, men det kan ogsa forstas
som arealet af et rektangel med sideleengder 2 og 3. Skalarproduktet svarer
pa sin vis til den forste af disse to fortolkninger, mens determinanten svarer
til den anden.

2.1 Skalarprodukt

Det er som sagt ikke muligt at gange to vektorer med hinanden og fa en ny
vektor; men man kan gange deres leengder (da disse jo er helt almindelige
tal). Nar man beregner det sakaldte skalarprodukt,! skal man dog ogsé
tage hojde for at de to vektorer ikke nedvendigvis peger i samme retning.
Vinklen mellem de to vektorer indgar derfor ogsa.

Definition 2.1: Skalarprodukt

Lad der veere givet to vektorer d og b, og lad v veere vinklen fra ‘@
til b. Skalarproduktet mellem de to vektorer er tallet

Geb= |E|"?"COS(U).

Nar man regner med almindelige variable, er det normalt at udelade gan-
getegnet og skrive f.eks. ab i stedet for a - b; men ved skalarproduktet skal
man altid skrive symbolet. Det skyldes at skalarproduktet netop ikke er
en multiplikation, men en regneoperation mellem vektorer der giver et tal
som resultat. Derfor siger man heller ikke at man »ganger« to vektorer,
men at man prikker dem.

Eksempel 2.2 Huvis de to vektorer d@ og b har leengderne
1@ =5 og ‘F‘:a,

17

'Det kaldes ogsa somme tider »prikproduk-
tet« fordi symbolet er en prik.



Figur 2.1: Fortolkning af b} og b,. Bemaerk
at nar v > 90° er sterrelsen b; negativ.
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og vinklen fra @ til b er
v=42°,

sa er skalarproduktet mellem de to vektorer tallet

—

Geb =53 cos(42") = 11,15 .

Af definitionen pa skalarproduktet folger at hvis man prikker en vektor @
med sig selv, far man kvadratet pa dens leengde. Det skyldes at vinklen fra
en vektor til sig selv er 0°, dvs.

d+d=1d|1d| cos(0°) = |af-1=1|a]" . (2.1)

Hvis to vektorer er ortogonale er vinklen fra den ene til den anden 90° eller
—90°. Idet
c0s(90°) = cos(—90°) =0,

folger det ogsa af definitionen at

— —

deb=0 e dLb, (2.2)
altsa at skalarproduktet giver 0 for ortogonale vektorer.

Bemeerk i gvrigt at fordi cos(v) = cos(—v), er det faktisk lige meget i
beregningen af skalarproduktet om man anvender vinklen fra @ til b eller
vinklen mellem @ og b, dvs. om vinklen har fortegn eller ej. Vinklen fra @
til b anvendes udelukkende her for at der er en tydeligere sammenheeng
med determinanten der defineres senere i dette kapitel.

For at kunne give en fortolkning af hvad skalarproduktet egentlig er for en
storrelse, kan man begynde med at undersoge betydningen af ‘?‘ - cos(v).

Seet
= ‘?}" -cos(v) og by = ‘F‘ +sin(v) (2.3)

hvor » markerer at v ikke er b’s retningsvinkel, men vinklen fra Gtlb.
Hvis v var vektor b’s retningsvinkel (dvs. vinklen fra 7" til b) ville by
vaere b’s forstekoordinat. Men nu er v vinklen fra @ til b, , altsd ma der
geelde at b} og b; er en slags koordinater i retning af @ og a.

Figur 2.1 viser hvordan b; og b; ligger i forhold til vektorerne @ og @.
Bemeerk at b] er negativ nér vinklen v er stump, mens b er negativ nar
vinklen er negativ — dvs. nar man gar med uret fra @ til b.

(a) 0° < v < 90° (b) v > 90°
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Idet by = ‘?’ - cos v, kan skalarproduktet @ o b fortolkes pa den folgende
made:

Storrelsen af skalarproduktet d « b er produktet af laengden af
‘d med den del af? der ligger parallelt med d. Fortegnet er
negativt hvis vinklen fra @ til boer stump, dvs. hvis den del af
b der ligger parallelt med ‘d, er modsat rettet d.

2.2 Vektorprojektion

At projicere vektor b pé @ geres ved at nedfeelde vektor b vinkelret pa
vektor @. Det illustreres lettest ved at lade de to vektorer have samme
begyndelsespunkt. Pa figur 2.2 ses hvordan vektor b g der er projektionen
af b pé a, ligger nar vinklen mellem de to vektorer er spids, og nér den er
stump.

Som man kan se pa figuren er er leengden af projektionen 37; lig med stor-
relsen af tallet by defineret i foregaende afsnit. Der geelder derfor folgende
seetning:

For projektionen ?a' af vektor b pé a geelder at

—

— aeb
bz = -a
“lap ’
og
N ‘Ti-b‘
e
||
Bevis

Hvis man sammenligner figur 2.1 og 2.2, finder man at

—
—

*
bgz=0b ez,

hvor €7 er en enhedsvektor i samme retning som @, dvs.

B

T =

lal

Figur 2.2: Projektionen af @ pa b nar vink-
len mellem de to vektorer er hhv. spids og

stump.

ay

(a) Spids vinkel. (b) Stump vinkel.


https://www.geogebra.org/m/cyp4k6qv
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—

Idet by = ’b ‘ - cos(v), har man sa at

N N 7 ‘3‘ - cos(v) |'al- ‘F‘ - cos(v) Teb
b‘>=)b‘-cosv-j= — ‘a = -ad = -a .
g W& = o T

Den anden del af szetningen omhandler leengden af projektionsvektoren.
Men da man kender en formel for vektoren, tager man blot leengden af
denne og far

B P @5 @5
ba|=|"=7 d\="—=7 lil="—=
‘ ol rar af? lal
og seetningen er dermed vist. |

2.3 Skalarprodukt og koordinater

Projektionsvektorerne kan bruges til at vise nogle grundliggende regne-
regler for skalarproduktet. Det viser sig nemlig at skalarproduktet bade er
kommutativt (dvs. reekkefolgen af vektorerne er ligegyldig) og distributivt
(dvs. man kan »prikke« ind i parenteser).

Lad der veere givet to vektorer d, b og et tal k. Da geelder

1
2. @ (b+C)=deb+d-7C.

3. (k-d)eb=Gde(k-b)=k-(aT-b).

Her bevises kun de forste to af regnereglerne i seetningen, den sidste over-
lades til leeseren.

Bevis
Hvis v er vinklen fra @ til b, sa gar vinklen fra b til @ den modsatte vej,
dvs. den er lig med —v. Derfor er

beGd= ’F‘ -|a] - cos(—v),
men idet cos(v) = cos(—v), har man

‘I_;‘ -|al - cos(—v) = ‘;‘ -|al-cos(v) =|dal- ‘F‘ -cos(v)=a-b .

Dette beviser den forste del af seetningen.

For at bevise den anden del kan man se pa felgende tegning:
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Som man kan se pa tegningen, er projektionen af b+7T pa a lig med
summen af projektionerne af b pa @ og af ¢ pa d, altsa

(3+_c’) =F7+?7{.

a
Ifolge setning 2.3 har man derfor

G- (b+7T) . @b _ d-7

a cd+—
|af? |af? |af?

GT-(b+7) _ 7.?+a.? _
— s a=| —F5+—>5 | a.
|af? |al? |al?

Vektorerne pé venstre og hajre side er begge lig et tal ganget med vektor
'd. Hvis de skal veere lig hinanden, skal tallene derfor veere lig hinanden,
og man far

8|
8

G- (b+7T) dGeb G-7 e
(2 )z 5 5 as(b+¢c)=a<b+a-7<,
|al lal |al

hvorved den anden del af seetningen er bevist. |

Nér man kender disse regneregler for skalarproduktet, er det muligt at finde
ud af hvordan man beregner skalarproduktet ud fra vektorernes koordinater.
Det viser sig nemlig at man kan beregne skalarproduktet uden at kende
vinklen mellem vektorerne hvis blot man kender deres koordinater.

Hvis de to vektorer @ og b har koordinaterne

- _ (% = _ (b
7= (0) = 5=(5)
sa kan skalarproduktet af de to vektorer beregnes som

Z-bzal-b1+az~b2.

Bevis
Hvisd = (%), og b = b er
a )’ g b, )’

ﬁ’zal-T+a2~T og b:bl'T+bg'7.



Figur 2.3: Projektionen af d pa b.
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Anvender man nu regnereglerne i seetning 2.4, far man

—

deb=(a-T+ay 7)o (br-T+by-7)
=(ar- 7))+ (ar- 1)+ (b2-7)
+(az-7)e(br- 1)+ (az-7)(b2-7)
=(ar b)) TeT+(ar-b)-TT
+(az-b1) - TeT+(az-b2)-T7.

Idet 77 og 7 er ortogonale, er deres skalarprodukt 0, se (2.2). Derfor kan
dette reduceres til

E’b =(a1-b1)'7-7+(az'bz)'7'7

01'b1'|T|2+02'b2'|7|2

al'b1+az‘b2,

hvor det sidste lighedstegn folger af at bade 7" og 7~ er enhedsvektorer,
dvs. deres leengder er 1. Hermed er seetningen bevist. |

Det er altsa simpelt at beregne skalarproduktet af to vektorer hvis man
kender deres koordinater.

Eksempel 2.6 Hvis

sa er
Geb=38+2-(-5=24+(-10)=14.

Nér man kan beregne skalarproduktet ud fra koordinaterne, kan man ogsa

projicere en vektor pa en anden uden at kende vinklen mellem dem direkte:

Eksempel 2.7 Hvis

) o)

s er d’s projektion pa b (se seetning 2.3)

3 8-3+4-9 (3 60 (3 2
aT— = . = —:_ = — - = .
b /32920 \9 9+ 81 9) 90 \9 6
Vektorerne kan ses pa figur 2.3.

Sammenheengen mellem skalarproduktet og vektorernes koordinater, kan
man bruge ogsa bruge til at bestemme vinklen mellem to vektorer. Hvis
man skriver lidt om pa definitionen af skalarproduktet far man nemlig
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Hvis der er givet to vektorer @ og b, og v er vinklen mellem de to
vektorer, sa er

Denne setning kan bruges direkte til at bestemme vinklen mellem to
vektorer.

Eksempel 2.9 Her beregnes vinklen mellem de to vektorer

Forst beregnes de to vektorers leengder:

1d] = J(=1)2 + 62 = V1 +36 = /37
m: J52 442 = 25 + 16 = /41 .

Disse kan nu indseettes i formlen

-1 5
a-b 6 4 -1-5+6-4 19

|6|(F]: BIVEL 341 1517

cos(v) =

og man finder vinklen v

S 60,8°
U = coS =60,8".
1517

Altsa er vinklen mellem de to vektorer 60,8° (se figur 2.4).

Vinklen mellem to vektorer ligger mellem 0° og 180°. Hvis der for en vinkel

v geelder at 0° < v < 90°, er cos(v) > 0. Hvis 90° < v < 180°, er cos(v) < 0.
Specielt for v = 90° geelder cos(v) = 0. Seetning 2.8 forer derfor til folgende:

Lad v veere vinklen mellem de to vektorer @ og b. Der geelder da

1. Hvis @+ b >0,saer0° <v < 90°.

2. Hvisa+b =0,sderv=90°dvs. @ L b.
3. Hvis @+ b <0, si er 90° < v < 180".
Denne setning giver en nem test for om to vektorer er ortogonale. Man

skal blot beregne deres skalarprodukt. Hvis det giver 0, s& er vektorerne
ortogonale. Ellers er de ikke.

Figur 2.4: Vinklen mellem vektor a@ og b
er 60,8°.
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Eksempel 2.11 For de to vektorer @ = (2) og b = (_31) er

a’-?=<2>-<_31>:2-3+6-(—1):o.

Da @+ b =0 er disse to vektorer ortogonale.
Eksempel 2.12 Der er givet to vektorer
2 — 3
7 = b = N
hvor t er et tal. Hvis de to vektorer er ortogonale, hvad er s tallet ¢?

Her beregnes forst

e =(2) (32234t 4=6+4z.
t 4

Idet de to vektorer er ortogonale, er @ « b= 0, dvs.

6+4t=0 & 4t=-6 o ft=-—-=-—>,

DN W

Hvis de to vektorer er ortogonale, har man altsa, at t = —

For skalarproduktet geelder der ogsa nogle regneregler der minder om de
kvadratseetninger der geelder for regning med tal. Disse viser sig at veere
meget brugbare i geometriske beregninger.

Hvis @, b og C er vektorer, geelder der
1 (@+5)(7+5)=1aF+[5] +2.7+F
2 (7-5)-(d-F)=laf +[6] -2-7-F.
3. (7+5)+(a-5)=Ia-[5] -
Bevis

Alle regnereglerne kan bevises ved regning med koordinater. Her bevises
kun regneregel 1; resten overlades til leeseren.

For de to vektorer @ = <a1> og b= <Zl) geelder
2

az

— T — T\ _ al+b1 a1+b1
(a+b).(a+b)_<a2+bz> (a2+b2)
= (a1 + by)(a; + by) + (az + b2)(az + by)

= a} + b% +2a,by + a5 + b: + 2a,b,
= (a} + a) + (b} + b3) + 2(ay by + azb,)

2 —
:|E’|2+‘b‘ +2-G+ D,

hvorved 1 er bevist. ]
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2.4 Determinant

Vha. skalarproduktet kan man afgere om to vektorer er ortogonale. Der
findes en anden sterrelse, determinanten, som kan bruges til at afgere om
vektorer er parallelle.

Definition 2.14

For to vektorer d og b definerer man determinanten mellem @ og b
til at veere tallet

det (71’, F) =|d]- ‘?‘ -sin(v) ,

hvor v er vinklen fra @ til b.

Det viser sig at determinanten har en geometrisk fortolkning. Figur 2.5
viser parallelogrammet udspeendt af to vektorer @ og b. Tallet b der er
markeret pa figuren svarer til definitionen i ligning 2.3, altsa

by = ‘E’ -sin(v) ,
hvor v er vinklen fra @ til b. Som man kan se pa figuren svarer storrelsen
af b; til hejden af parallelogrammet, mens | @/ er leengden af grundlinjen.
Determinanten af a@ og b er givet ved
det (@, b) = 4] b;,

dvs. storrelsen af determinanten er lig arealet af det parallelogram der
udspeendes af de to vektorer @ og b.Man har derfor den folgende seetning.

Det parallelogram der udspeendes af de to vektorer @ og b, har arealet

P= ‘det (f[, —b>)‘ .

I seetningen ovenfor beregnes den numeriske veerdi af determinanten fordi
sin(v) er negativ nar v er negativ, dvs. nar man beveeger sig med uret fra
a til b. Dvs. determinanten angiver storrelsen af arealet, og dens fortegn
angiver hvordan vektorerne ligger i forhold til hinanden.

Lige som skalarproduktet kan determinanten beregnes ud fra de to vek-
torers koordinater. Figur 2.6 viser en skitse af de tre vektorer a@, @ og b.

Vinklen w fra @ til b er i negativ omlgbsretning, dvs. w < 0, mens v > 0.
Der ma derfor geelde at v — w = 90°, dvs. —w = 90" — v. Altsd ma

cos(w) = cos(—w) = cos(90° —v) = sin(v) .

Idet ‘Zf‘ = |d|, ma der s geelde at

A —

deb = ‘/_c;" . ‘E’ -cos(w) = |4d|- )T;‘ -sin(v) = det (?l', ?) .

Figur 2.5: Parallelogrammet udspzendt af
dogh.

Figur 2.6: De tre vektorer d, 7 og b.
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Determinanten kan altsa omskrives til et skalarprodukt, og indseetter man
koordinater, far man

det (?1), F) = %- 77’ = <_(,zc:2> . <lb7;> =a1b, —axb; .

Dette er opsummeret i den felgende seetning.

For to vektorer @ og b kan determinanten beregnes som

A —

det(d,b)=a-b.

Hvis de to vektorer har koordinaterne @ = <a1> og b= (l;) har

az 2
man

—- 7 a; bl

det(a,b) = =a;by —axb
( ) & Dy 102 — a0y

. a1 b . .
Notationen 2 bt opfundet for gore beregningen af determinanten
2 D2

mere overskuelig. Den skal forstas pa den méade at man forst beregner
produktet af diagonalen fra gverste venstre hjerne til nederste hgjre og
derefter fratreekker produktet af diagonalen fra nederste venstre hjerne til

gverste hgjre:
1
%' = albz - (lzb] .
2

Eksempel 2.17 Determinanten af de to vektorer

er
3 —4

det (7, 7) = '2 1

‘:3-1—2-(—4):3—(—8):11.
Nar man beregne determinanten ud fra vektorernes koordinater, kan man
ogsa beregne arealet af parallelogrammet udspeendt mellem dem:

Eksempel 2.18 Her beregnes arealet af parallelogrammet udspeendt af
vektorerne

Ifolge setning 2.15 er arealet

3 5

det (@.7)| - Hz 1

H:|3.1—2-5|=|—7|:7.

Arealet af parallelogrammet er altsa 7.
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Eksempel 2.19 De to vektorer

udspeender et parallelogram med areal 10. Hvad er tallet ¢?

Anvender man szetning 2.15, kan man opstille et udtryk for arealet:

2 1

et (7.5)| = |

H:|2-4—t-1|:|8—t|.

Da man ved at arealet er 10, far man derfor ligningen
18—t =10.

Idet der er tale om en ligning med numerisk veerdi, er der i virkeligheden
to ligninger. Hvis 8 — ¢t giver 10, er ligningen opfyldt; men det er den ogsa
hvis 8 — ¢t giver —10, dvs.

8—t=10 Vv 8—-t=-10 =
t=-2 Vv t=18.
Altsa er arealet af parallelogrammet 10, hvis t = —2 eller ¢ = 18.
Som tidligere neevnt angiver fortegnet for determinanten, hvordan vek-
torerne ligger i forhold til hinanden. Nar man tager determinanten af to

vektorer @ og b er reekkefolgen derfor ikke ligegyldig. Folgende seetning
angiver en reekke regneregler for determinanten:

For vektorerne @, b og ¢ geelder der
1. det (b, @) = —det(d,b),
2. det (@ + b, <) =det(d, ) +det(b,7),
3. det (@, b + €) = det(d@, b) +det(d, 7).

Bevis
Den forste del kan bevises ud fra definitionen pa determinanten. Hvis v er

vinklen fra a til ?, er vinklen fra b til @ lig med —v. Dvs.

det (_b: 7) = ‘F‘ -|a]-sin(—v) = —|4d] - ‘_I;) - sin(v) = —det (H, Z) .

For det (@ + b, 7) gelder der ifolge setning 2.13, 1.14 og 2.20 at

det(@+b,¢)=(d+b)+7C

A~ A~
—

=<%+E>r€=%-?+b.?
= det(@, T) +det (b, 7) .

Den sidste del af beviset overlades som en gvelse til laeseren. |
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Hvis det (@, ?) =0erdsb =0. Ifelge seetning 2.10 betyder det at a og

b er ortogonale. Hvis @ og b er ortogonale, ma d og b veere parallelle.
Der geelder derfor folgende seetning:

For to vektorer @ og b geelder der

det(ﬁ,—l;)zo < Zz’||—b>.

Man kan altsé ved at beregne determinanten afgere om to vektorer er

parallelle.
2.5 Ovelser
Qvelse 2.1 _ QOvelse 2.5
For de to vektorer @ og b geelder der Der er givet de tre vektorer

14 =5, ’F’:s og (@ b)=43. N\~ (5 ¢
() o) ()

a) Bestem a « b.

a) Bestem leengden af @’s projektion pa b.
Qvelse 2.2 _ ) & pro) P
De to vektorer @ og b er givet ved b) Bestemtsid ¢4 = d.

—_(© = _ (3 c) Bestem t s lzengden af s projektion pa b er 2.
a={, og b= RS

Ovelse 2.6

a) Tegn en skitse af de to vektorer, og bestem vinklen ;
Der er givet de tre vektorer

fra @ tilb.
b) Bestem @+ b. — (—1) 7 <5> og T= (—3)
c) Bestem d. 0)" 2 4 )

Ovelse 2.3
Beregn —
g b) Tog <

a) (f)(i) b) <_23>(é> ) +bogT d) b-Toga+b
9 <2><_62) Q <_45>(j> e) Gogb—7 f) Togd+b-7

Ovelse 2.7
Ovelse 2.4 Afgoer om de vinklen mellem de folgende vektorer er
To vektorer er givet ved spids, ret eller stump.

— -3 - 2
S0 el (a0
9 -2 4 14
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Ovelse 2.8 Ovelse 2.10
Der er givet de tre vektorer Vektorerne @ og b er givet ved koordinaterne

1 - t
- (2 - _ (-4 —~ [t a’:< > og b:().
7= (0)- 7= (7) = =) . :
Bestem t sa

Bestem tallet ¢, s&
a) dog b er parallelle

a) @ og C erortogonale b) T+ b og b er parallelle

b) b og T er ort 1
) og ¢ er ortogonale Ovelse 2.11

Q) @+ b og T er ortogonale De tre punkter P, Q og R er givet ved koordinaterne

d) € ogd— 7 erortogonale P(3,2), Q(8,-1) og R(4,0).

Bestem arealet af det parallelogram der er udspaendt af

Dvelse 2.9 vektorerne

Beregn folgende determinanter:
a) P_Q og PR

6 2 5 1 5F A
b) PR og OR
a) ’3 1' b) ’_4 7‘ ) gQA
C Z-ﬁﬁo f
0 7 o3 )H f Q .
9 ls o V7 2 d) PR+QPog3-PQ






Linjer og cirkler

I dette kapitel ses pa linjer og cirkler i planen. Den klassiske formel for en
ret linje i planen er som bekendt y = ax + b, men vha. vektorer kan man
ogsa beskrive linjer pa andre mader — det samme geelder for cirkler.

3.1 Linjens parameterfremstilling

En linje i et koordinatsystem kan beskrives ud fra et punkt pé linjen og
den retning linjen har i koordinatsystemet. Nar man skal beskrive en linjes
retning, kan dette geres vha. en vektor.

Definition 3.1

En vektor 7 der er parallel med en linje , kaldes en retningsvektor for
I, og en vektor 7 der star vinkelret pa linjen, kaldes en normalvektor

for I.

Det er her vigtigt at bemeerke at en linje ikke har én retningsvektor, men
uendeligt mange. Hvis 7 er en retningsvektor, sa vil enhver vektor der er
parallel med 7, nemlig ogsa veere en retningsvektor. Det samme geelder
for en normalvektor.

Nér man skal beskrive linjen er det ligeledes ligegyldigt hvilket punkt man
starter med. En linje indeholder uendeligt mange punkter, og ethvert af
disse koblet med en retningsvektor kan bruges til at beskrive linjen.

Har man et punkt og en retningsvektor for en linje, kan linjen beskri-
ves ved en sakaldt parameterfremstilling som er en ligning der forteeller
hvordan ethvert punkt pé linjen kan beregnes ud fra et startpunkt og en
retningsvektor.

Pa figur 3.1 ses en linje 1, et punkt Py(xp, yo) pa linjen og en retningsvektor
7 for linjen. P4 figuren er der ogsé indtegnet et tilfeeldigt punkt P(x, y) pa
linjen. Ifelge indskudsseetningen (seetning 1.23) geelder der

OP = OPy + P,P .

Dette kan ogsé ses pa figuren.

Men vektoren P,P er parallel med 7, dvs. der findes et tal ¢ sa PP =t7.
Altsa far man ligningen

OP = OPy + t 7.
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Py

OF,

op . ()

Figur 3.1: Ud fra denne figur kan man ud-
lede en sammenheeng mellem et tilfeeldigt
punkt P pa linjen, det kendte punkt P, og

retningsvektoren 7. Q


https://www.geogebra.org/m/n4ng8xha

B(=26)

Figur 3.2: Punkterne A og B samt linjen m.
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OP og OP, er stedvektorerne til de to punkter P(x, y) og Py(xp, o) s det
er vektorer der har samme koordinater som de to punkter. Dvs. man kan
sette dette ind i ligningen og fa

(’;) = (;‘;) T (3.1)

Ethvert punkt P(x, y) pa linjen kan findes ud fra denne ligning for en eller
anden veerdi af ¢. Lader man nu t gennemlgbe alle de reelle tal, far man
alle punkterne pa linjen. En ligning af typen (3.1) hvor t € R, kaldes en
parameterfremstilling for linjen I. Tallet ¢ der gennemleber de reelle tal,
kaldes parameteren. Der geelder altsa

En parameterfremstilling for en linje i planen er givet ved

()= Co)e2) - vem

y Yo r2

hvor (xo, o) er et punkt pa linjen, og 7 = (:1> er en retningsvektor
2

for linjen.

Eksempel 3.3 Huvis en linje [ gar gennem punktet (3,2) og har en ret-

5

()0 v

Eksempel 3.4 Her findes en parameterfremstilling for den linje m der gar
gennem de to punkter A(3,4) og B(-2,6).

ningsvektor 7 = < ) sa er dens parameterfremstilling

For at kunne opskrive en parameterfremstilling, skal man bruge en retnings-
vektor. Da bade A og B ligger pa linjen, kan AB bruges som retningsvektor.

w-(20)-(7)-

Man skal tillige bruge et punkt linjen gar igennem. Her er det oplagt at
veelge enten A eller B. Bruger man A, bliver parameterfremstillingen

() @)() e

Punkterne A og B, linjen m og retningsvektoren AB kan ses pa figur 3.2.
Idet m gar igennem uendeligt mange punkter og har uendeligt mange

retningsvektorer (alle vektorer der er parallelle med (_25) ), er f.eks.

()= () (5) e ()= () ()

ogsa parameterfremstillinger for m.
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En parameterfremstilling er i virkeligheden en vektor-ligning hvor koor-
. . . X .
dinaterne til retningsvektoren (y er funktioner af parameteren ¢. Det

betyder at man ud fra parameterfremstillingen

()= Co) () vems
y Yo p)
kan finde de to koordinatfunktioner x(t) og y(t) givet ved

x(t) = xo + it og y(t) = yo + ot .

De to funktioner viser hvordan punktets x- og y-koordinat sendrer sig som
funktion af parameteren ¢.

Parameteren ¢ i en parameterfremstilling fortolkes derfor ofte som en tid.
Dvs. efterhanden som tiden t gar, beveeger punktet (x(t), y(t)) sig langs
den kurve som parameterfremstillingen angiver.'

Hvis to linjer ikke er parallelle, har de et skeeringspunkt. Koordinatfunktio-
nerne kan her bruges til at bestemme skeeringspunktet mellem to linjer.

Eksempel 3.5 To linjer er givet ved parameterfremstillingerne?

X 3 -1
l: <y>_<—3>+t(6> , teR
X —4 5
m: <y>_<l>+s<8>’ s€R
For linjen [ er koordinatfunktionerne derfor
x=3+t-(-1) og yi=-3+1-6,
og for m far man
Xm=—4+s-(5) og Ym=1+s-8.
For at finde skeeringspunktet skal man finde den veerdi af ¢ og den veerdi af
s der giver samme punkt nar man seetter dem ind i ligningerne. Dvs. de

veerdier for t og s hvor x; = x, 0og y; = ym- Det giver to ligninger med to
ubekendte:

3—t=—4+5s (3.2)
—34+6t=1+8s.

Disse to ligninger kan lgses vha. lige store koefficienters metode. Forleenger
man den gverste ligning med 6, far man

18 — 6t = —24 + 30s
—-3+6t=1+8s.

Leegger man disse to ligninger sammen, forsvinder parameteren t; man far
nemlig
15 = —23 + 38s < s=1.

'Det er ikke kun linjer der har parameter-
fremstillinger. Der kan stilles parameter-
fremstillinger op for uendeligt mange for-
skellige kurver i et koordinatsystem, f.eks.
cirkler eller parabler.

2Nar man opstiller flere parameterfremstil-
linger, er det vigtigt at parametrene kaldes
noget forskelligt da det ikke drejer sig om
den samme variabel.
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Da man nu kender parameteren s, kan skeeringspunktet beregnes ud fra
parameterfremstillingen for m. Seetter man s = 1i parameterfremstillingen,

x\ (-4 41 5 (1
y) \1 8) \9)"
Altsa skeerer de to linjer hinanden i (1, 9).

Hvis man vil bekrzefte denne beregning, kan man beregne verdien af
parameteren t, f.eks. vha. ligningen (3.2). Seetter man s = 1 ind i denne
ligning, far man

3—t=-4+5"-1 < t=2.
Nar man seetter ¢ = 2 ind i parameterfremstillingen for [, far man
()= (3= ()=0)
y -3 6 9
hvilket blot bekrzefter at de to linjer skeerer hinanden i (1, 9).

3.2 Linjens ligning

Som bekendt kan linjer i planen ogsa beskrives ved ligninger. En para-
meterfremstilling for en linje kan derfor altid omskrives til en ligning for
linjen. Antag f.eks. at en given linje [ har parameterfremstillingen

[: (x):(x°>+t7’, teR.
y Yo

Sé& kan parameterfremstillingen omskrives til

X=X\ _ ,—
(y—J/o) =tr. (3.3)

Tveervektoren 7 til retningsvektoren 7 star vinkelret pa linjen. Den er
derfor en normalvektor for linjen. Koordinaterne til denne normalvektor

kan findes ud fra 7’s koordinater. Nedenfor kaldes koordinaterne blot a
a

b

og b, dvs. ir} =
Hvis man tager skalarproduktet med denne vektor pa begge sider af lignin-

gen (3.3), far man
=S <X—XO) = —
e =7 etTr,
Y=Y

men fordi 7 L 7, giver hgjre side 0, dvs. man far
L’} . (x — XO) -0 o
Y=o

a X=X\ _ -
<b>'<y—yo>_0
a(x —x0) +b(y—y)=0.

Der geelder altsa folgende seetning:
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En linje som gar gennem punktet (xo, yo) og har normalvektor 7 =
Z , kan beskrives ved ligningen
a(x —x0) + b(y —y0) =0
der ogsa kan skrives
ax+by+c=0

hvor ¢ = —axy — byy.

Eksempel 3.7 Linjen gennem (3, 1) som har normalvektoren 7 = (_52>
har ligningen
5x=3)+(-2)(y-1)=0 &
5x—-15-2y+2=0 <
5x—2y—13=0.

Eksempel 3.8 Linjen med parameterfremstillingen

) e

kan omskrives til en ligning ved forst at finde en normalvektor. Her tages
tveervektoren til linjens retningsvektor, dvs.

L (4 (=3 _ (3

"T\s) T e )T e
Linjen gar gennem punktet (-1, 5). Linjens ligning er derfor

I: 3x-(-1))+4(y—-5)=0,

som kan reduceres til

I: 3x4+4y-17=0.

Det er vigtigt at bemaerke at tallet a som optreeder iligningen ax+by+c = 0,
ikke er en haeldningskoefficient. Hvis b # 0 kan linjens ligning dog omskrives
a c

ax+by+c=0 < y=-pxo o

dvs. linjens heeldningskoefficient er — ;. Hvis b = 0 kan denne omskrivning
ikke lade sig gore fordi man som bekendt ikke kan dividere med 0. Er b = 0
har linjens ligning formen
ax+c=0 < X =—-—,
a
dvs. linjen er parallel med andenaksen (altsa »lodret«).

Formen ax+ by+c = 0 kan altsa beskrive enhver linje i et koordinatsystem,
ogsé de lodrette — hvilket man ikke kan med en ligning pa formen y =

ax + ﬁ,3 ’Linjens heeldningskoefficient og skeering
. . ) med andenaksen kaldes her « og f for at de
Ud fra ovenstaende argument far man seetningen ikke skal forveksles med konstanterne a og

b iligningen ax + bx + ¢ = 0.



>~ (1)

Figur 3.3: Afstanden fra punktet til linjen
kan findes som leengden af vektoren QP .

36 Linjer og cirkler

Hvis en linje er givet ved ligningen
ax+by+c=0,
hvor b # 0, kan den omskrives til

y=ax+p

hvor & = —7 er haeldningskoefficienten, og f = — er skaeringen

med andenaksen.

Hvis b = 0, er linjen parallel med andenaksen, og ligningen kan ikke
omskrives til denne form.

3.3 Afstanden fra et punkt til en linje

Hvis man har en linje i planen givet pa formen ax + by + ¢ = 0 og et
punkt der ikke ligger pa linjen, geelder der folgende formel for afstanden
fra punktet til linjen:

Afstanden fra punktet P(xo, yo) til linjen [ : ax + by +c=0er

laxo + by + |

dist(P,[) = N

Bevis
Pa figur 3.3 ses linjen [ og punktet P. Samtidig er der indtegnet en normal-
vektor 7 og et tilfeeldigt punkt Q(x1, y1) pa linjen.

Hvis man projicerer vektoren QP pa normalvektoren 7, far man en vektor
QP+ hvis leengde er den segte afstand. Vha. seetning 2.3 kan man nu
beregne leengden af denne vektor. Man far

=1 (3.4)

dist(P, [) = ‘@57;

Fordi linjen har ligningen ax + by + ¢ = 0, og punkterne har koordinaterne
P(x0, y0) og Q(x1, y1), har man

— a - X0 — X1
" <b> e 0 (yo - y1>
Indseetter man det i ligningen (3.4), far man
Xo — X1 a ’
Yo— W1 b
a
b
_|(xo = x1)a+ (yo — y1)b|
NP

dist(P,[) =
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_ laxo + byo — ax; — byi|

Punktet Q(xi, y1) ligger pa linjen, dvs. der geelder
ax;+by;+c=0 < c=—ax;— by,
og derfor bliver afstanden

laxo + by + |

dist(P, ) = 5

Eksempel 3.11 Afstanden fra punktet P(3, 1) til linjen
I: 5x4+12y—-6=0

kan findes vha. seetning 3.10. Koordinaterne x, = 3, y, = 1 og konstanterne
a=>5,b =12 og ¢ = —6 seettes ind i formlen:

5-3+12-1—6/  [21] 21

J5Zr122 169 13

dist(P,[) =

Eksempel 3.12 De to linjer

l: 4x-3y+2=0
m: 8x—6y—5=0

er parallelle. Det kan man se fordi de to normalvektorer

- 4 — 8
e (5) e e ()

er parallelle (77, = 27;). De to linjer ligger altsd med en fast afstand fra
hinanden.

Denne afstand kan ogsa bestemmes vha. seetning 3.10. Det kan geres ved
at finde et punkt pa den ene linje og bestemme afstanden fra dette punkt
til den anden linje (se figur 3.4).

Hvis man seetter x = 1, far man for linjen [ at

4-1-3y+2=0 < y=2.

Linjen [ gar derfor gennem punktet (1, 2). Dette punkt anvendes i formlen
sammen med konstanterne fra ligningen m, og man far sa

8:1—-6-2-5 -9 9
dist((l,z),m)—| |— 9] = —.

C J82+ (=62 V100 10

Afstanden mellem de to linjer er alts& %.

(1;2)

)

Figur 3.4: Afstanden fra [ til m er lig afstan-
den fra et punkt pa [ til m.



[ cos(t)
o . <sin(t)>

Figur 3.5: Parametrisering af cirklen med
radius r og centrum (0; 0).
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3.4 Cirklens parameterfremstilling

Som afslutning pa dette kapitel vises hvordan cirkler ogsa kan beskrives
ved parameterfremstillinger.

Vektoren med leengde r og retningsvinkel t har koordinaterne r - (Z?r?g)) > .

Denne vektor er stedvektor for et punkt pa cirklen med radius r og centrum
i(0,0). Hvis vinklen t lgber fra 0 til 2z, fir man beskrevet alle punkterne
pa cirkelperiferien. Dvs. denne cirkel kan beskrives ved parameterfremstil-

(3)=r (Gt - o5 t<em.

Skal man udlede en parameterfremstilling for en cirkel med centrum i
(x0, o) 1 stedet for (0,0), skal man blot leegge retningsvektoren for dette
punkt til parameterfremstillingen, og man far derved den folgende seetning.

lingen

Cirklen med centrum i C(xy, y) og radius r kan beskrives ved para-
meterfremstillingen

(x) <x0> (r cos(t)>

= + . , 0<t<2n.

y Yo r sin(t)

Dette er ikke den eneste mulighed for en parameterfremstilling for cirklen.
I virkeligheden vil enhver parameterfremstilling af typen

x\ (%o r cos(wt)
<y> - (y0> * (rsin(wt))

kunne bruges. En parameterfremstilling som denne bruges til at beskrive
et punkt der beveeger sig rundt i en jeevn cirkelbeveegelse. Storrelsen af
konstanten o heenger sammen med hvor hurtigt punktet beveeger sig rundt
pa cirklen.

Eksempel 3.14 Parameterfremstillingen

x\ _ (2 N 5 cos(t) 0<t<2
y) \-1 5sin(t) )~ = T
beskriver en cirkel med centrum i (2, —1) og radius 5.

Denne cirkel kan derfor ogsa beskrives med ligningen

(x =2+ (y+1)%=5%.
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3.5 ©Ovelser

Ovelse 3.1 Ovelse 3.7
Opstil en parameterfremstilling for den linje der har ret- Linjen [ er givet ved parameterfremstillingen

ningsvektor 7 = ( ) ) og gar gennem punktet P(9, 2). <x> ( 3 > 4
_ +t~< ) .

y -2 1
Ovelse 3.2
Opstil en parameterfremstilling for den linje der gar a) Bestem en ligning for I.
gennem punkterne b) Bestem ['s skeeringspunkter med ferste- og
andenaksen.
a) A(-5,3) og B(1,9),
b) P(4,7) og Q(5,-3). Ovelse 3.8
Linjen m star vinkelret pa linjen [ der er givet ved lig-

Ovelse 3.3 ningen
Opstil en parameterfremstilling for den linje der gar I': 3x—y+1=0.

— 3
gennem P(7,2) og har 7 = <_ 1) som normalvektor. a) Bestem en normalvektor for m.

Ovelse 3.4 Linjen m gar gennem punktet (0, 15).
To linjer I og m er givet ved parameterfremstillingerne

b) Bestem en ligning for m.

. x\ (1 5
L y) ~\o il ) teR c) Bestem skeeringspunktet mellem m og I.

og Ovelse 3.9
Linjen [ er givet ved parameterfremstillingen
x -8
SEORGE

. (Z) , s€eR.
2 (;) - (j>+t.(z) | teR.
a) Bestem skeeringspunktet mellem de to linjer.
a) Bestem en ligning for linjen m der gar gennem
Ovelse 3.5 P(7,0) og star vinkelret pa L.

Linjen [ er givet ved parameterfremstillingen
b) Bestem skeeringspunktet mellem [ og m.

- x\ _ (1 -2 R
’ y) ~\7 ti 3 ] rek. Ovelse 3.10

Omskriv felgende linjers ligninger til formen y = ax+f

a) Bestem en parameterfremstilling for linjen m der hvis det er muligt.
gar gennem P(11,5) og star vinkelret pa [.
a) 3x—6y+12=0
b) Bestem skeeringspunktet mellem [ og m.
b) —2x+y—-3=0

Ovelse 3.6 c) 4x—20=0
Linjen [ gar gennem punktet P(8, 2) og har normalvek-
RIERE P (8.2) 0g d) 5x—3y+9=0.
tor n = <_4>.
Ovelse 3.11

. Bestem afstanden fra punktet P til linjen [ nar punktet

a) Bestem en ligning for I. o .
og linjen er givet ved

Linjen m er parallel med [ og gar gennem punktet a) P(4,5) 0gl: 3x—4y+2=0

Q(10,-1). b) P(—=1,0) og [ : 13x+5y—24=0

b) Bestem en ligning for m. c) P(9,2) og l: 5x—2y=6
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Ovelse 3.12
En cirkel er givet ved parameterfremstillingen

x\ (1 N 6 - cos(x)
y) \7 6-sin(x) ) °
a) Bestem en ligning for cirklen.
Ovelse 3.13
En cirkel er givet ved ligningen
x2—6x+y2+2y:6.

a) Bestem cirklens centrum og radius.

b) Bestem en parameterfremstilling for cirklen.

Linjer og cirkler

Ovelse 3.14
En cirkel c er givet ved parameterfremstillingen

x\ (-2 N 5 cos(x)
y) \3 5sin(x) )
og en linje [ er givet ved ligningen

4x+3y—26=0.

a) Undersgg, om linjen er tangent til cirklen.

b) Bestem en ligning for den linje der er parallel med
I og gar gennem cirklens centrum.



Vektorer i rummet

I dette kapitel udvides resultaterne fra kapitel 1 til vektorer i rummet, dvs.
i tre dimensioner. For man kan gere det, er det dog nedvendigt forst at
beskrive hvordan koordinatsystemer i tre dimensioner ser ud.

Det seedvanlige koordinatsystem i planen bestar af to akser (x-aksen og
y-aksen) der star vinkelret p& hinanden. Akserne er orienteret sadan at nar
man beveger sig fra x-aksen mod y-aksen, foregar beveegelsen mod uret.

For at danne et tredimensionalt koordinatsystem tilfgjer man en tredje akse,
z-aksen der star vinkelret pa de to andre. Men her skal man treeffe et valg,
for man kan ga vinkelret pa x og y i to forskellige retninger. Her veelger man
at orientere koordinatsystemet sa det er et sakaldt hgjresystem. Pa figur 4.1
kan man se orienteringen af akserne: Leegger man pegefingeren pa hgjre
hand i x-aksens retning og langfingeren i y-aksens, s& vil tommelfingeren
pege i z-aksens retning.

Et punkt P i rummet har tre koordinater P(x, y, z) som tildeles pa fuldsteen-
digt samme made som man tildeler koordinater til et punkt i planen. P&
figur 4.2 ses punktet P(3, -2, 4) indtegnet i et tredimensionalt koordinatsy-
stem.

Hvert par af akser definerer en plan i det tredimensionelle koordinatsystem.
De punkter hvor z-koordinaten er 0, er punkter i den seedvanlige xy-plan.
Mens punkter hvor enten x- eller y-koordinaten er 0, ligger i hhv. yz- og
xz-planen (se figur 4.3).

Nar nu punkter i rummet er defineret, sa er det muligt direkte at udvide
mange af definitionerne for vektorer i planen til vektorer i rummet. En
vektor defineres derfor som en sterrelse der har leengde og retning. Blot
skal man her veere opmeerksom pa at retningen nu er i tre dimensioner,
dvs. der er mange flere muligheder.

Idet vektorer defineres pa samme made i rummet som i planen, kan man og-
sa definere summen af to vektorer og differensen mellem dem pa fuldsteen-
digt samme made. Tildelingen af koordinater foregar ogsa pa fuldsteendigt
samme made (se definition 4.5).

En hel reekke seetninger kan derfor bevises pa fuldsteendigt samme méde
som de tilsvarende setninger i kapitel 1, og de bevises derfor ikke i dette
kapitel. Der geelder bl.a. felgende 3 seetninger:
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Figur 4.2: Punktet P(3,-2,4).

yz-planen xz-planen

xy-planen

X

Figur 4.3: xy-, xz- og yz-planen.



Figur 4.4: Vektoren d er en sum af vektorer,
der er parallelle med enhedsvektorerne 7,
T og k.
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Hvis @, b og ¢ er vektorer geelder

—

1. G+b=b+73d. (den kommutative lov)
+7C=

2. (d+ ?) a+ (3 + ?) . (den associative lov)

Hvis A, B og C er tre punkter i planen, sé er

AB=AC+CB.

Hvis a@ og b er vektorer, og t og s er tal, s geelder
1. (-1)d =-4d.
2. (t+s)d=ta+sa.
3. (ts)ad = t(sa).
4. t(T+b)=td+1tb.

4.1 Vektorkoordinater i rummet

Ligesom i planen kan en vektor tildeles koordinater ved at se pa den som en
sum af vektorer der er parallelle med enhedsvektorer i koordinatsystemet.
For dette kan geres, har man derfor folgende definition:

Definition 4.4

I et seedvanligt hejresystem er 7 en enhedsvektor i x-aksens retning,
7 en enhedsvektor i y-aksens retning og k en enhedsvektor i z-
aksens retning.

Pé figur 4.4 ses vektoren @ som er summen af tre vektorer der hver isaer er
parallelle med en enhedsvektor for en af akserne. Dette giver anledning til
folgende definition:

Definition 4.5

Hvis der for vektoren a geelder, at

—

3=a1_1'+a27+a3k,

siger man, at den har koordinaterne a;, a; og as, og skriver
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Der gelder lige som for vektorer i planen felgende regneregler, der kan
bevises pa samme made som den tilsvarende seetning 1.16 og seetning 1.17
i kapitel 1:

Hvis der er givet to vektorer @ og b og et tal t; og

a by
E =|az og b = bz 9
as b3
sa geelder der
a + by a; — by taq
a+b= a2+b2 s a—-b= as — by og ta = tas
as + bs as — bs tas

Nar man regner med vektorkoordinater i rummet, geelder der folgende
setning om vektorers leengde, der kan ses som en udvidelse af Pythagoras’
seetning:

a
Hvis vektoren @ har koordinaterne @ = |as|, si er
as

|| = /a3 + a3 + dj .

Bevis

Pa figur 4.5 ses vektoren @ tegnet ind i et koordinatsystem. I xy-planen
ses en retvinklet trekant med sideleengderne |a;| og |az|,! dvs. lengden af
hypotenusen d kan beregnes vha. Pythagoras’ seetning:

2_ 2., 2
d°=a+a;.

Men stykket d er ogsa katete i den retvinklede trekant, hvor |'@| er hypote-
nuse. Her er leengden af den anden katete |as|, dvs.

_»2
|G =d*+ai=al+ad’+a5,
og derfor er

|d| = \|a? + a5 + a5 . |

Begyndelsespunktet i rummet er lige som i planen origo som er det punkt
hvor akserne krydser hinanden. Dette punkt har i rummet koordinater-
ne 0(0,0,0). Ud fra dette punkt kan man lige som i planen definere en
stedvektor til et punkt A i rummet (se figur 4.6):

X

Figur 4.5: Leengden af en vektor kan bereg-
nes vha. koordinaterne a;, a; og a;.

'Man tager den numeriske veerdi af koordi-
naterne for at finde leengden, idet koordina-
terne kan veere negative.

OA

X

Figur 4.6: Stedvektoren OA il punktet A.
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Definition 4.8

Hvis A(x, Yo, z0) er et punkt i rummet, defineres stedvektoren til punk-

tet som
X0

E&: Yo
20

OA er vektoren fra 0(0,0,0) til A(xo, Yo, 20)-

En vektor der gar mellem punkterne A(xy, y1, z1) og B(x2, ¥2, z2), har derfor
koordinater der er givet ved felgende seetning:

Vektoren AB mellem punkterne A(xi, y1,z1) og B(x2, y2, z2) har koor-
dinaterne

X9 — X1
AB = Yo — W1
Zy2 — 21

Beviset for denne seetning forleber fuldsteendigt som beviset for den tilsva-
rende seetning i kapitel 1.

4.2 Skalarprodukt

Lige som for vektorer i planen kan man definere skalarproduktet af to
vektorer i rummet:

Definition 4.10

Lad der veere givet to vektorer d og b irummet, og lad v veere vinklen
fra a til b. Skalarproduktet mellem de to vektorer er da tallet

Geb= l'al- ‘T;‘-cos(v).

Idet skalarproduktet er defineret fuldsteendigt ligesom i planen, geelder der
ogsa felgende to setninger om skalarproduktet og projektion af vektorer:

Lad v veere vinklen mellem de to vektorer @ og b. Der geelder da
1. Hvis?z’-3>0,séer0° < v <90°.
2. Hvis a » ?:O, sderv=090°,dvs. @ L b.

3. Hvis @ b <0, sh er 90° < v < 180"
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For projektionen a af vektor @ pa b geelder at

ay = Z{_:z?l_;’
G
og
[
ST

Det er her veerd at bemeerke at disse seetninger blev bevist for vektorer i
planen uden henvisning til koordinater, og at det samme gjorde sig geel-
dende for seetning 2.4. Skalarproduktet af vektorer i rummet er derfor ogsa
béde kommutativt og distributivt.

Disse egenskaber kan anvendes til at vise felgende sammenhaeng mellem
skalarproduktet og koordinater:

Hvis de to vektorer @ og b har koordinaterne

a . by
a=|as og b =|by|,
as b3

kan skalarproduktet af de to vektorer beregnes som

a.b= arby + axby + asbs .

Bevis a by
Hvis @ =|az|og b =|by| er
as b3

720174‘(1274'03? og g:bl_l)+b27+b37€

Idet skalarproduktet er kommutativt og distributivt, felger det at

daeb

(01T+ a27+ 6137C>) '(b17+ b27+ b37<,'))

=a1b1-T-T+a1bz-7-7+a1b3~7~ k
+a2b1-7-T+azb2-7-7+a2b3-7- k

+a3b1-76>-7+a3b2-7c>-7+a3b3-k-k.

Men idet vektorerne 7, 7 og K er parvis ortogonale, giver de fleste af
leddene i denne sum 0, dvs.

— —_  —

aeb =a1b1~T-T+azb2-ToT+a3b3-kok

—2 —2 -2
=aiby - |T]" + azby - 7] +a3b3-‘k)
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= a1b1 + azbz + a3b3 s
og seetningen er hermed vist. |

Eksempel 4.14 Her beregnes skalarproduktet af de to vektorer

3 8
-1 2

Skalarproduktet er

—

3
deb=|5

8
14|=3-8+5-4+(-1)-2=42.
-1) |2

Ved at regne med koordinater kan man bevise folgende regneregler:

—

it 7, B (g e el s, e dlas
1 (@+5)(7+5)=aP+[5] +27- 5.
2 (7-F)+(@-5)=Iaf+[5| -2a-5.
3. (7+5)+(a-5)=Ia-[5] .

Bevis

Beviset kan udferes pa samme made som beviset for den tilsvarende seet-
ning 2.13. Her bevises 2.

Hvis d, b og ¢ har koordinaterne

ay bl C1
Ezaz, bzbz og _C)ZCZ,
as b3 C3
sa er
al—bl al—bl
(E—b)‘(?{—b): (lz—bz . az—bz
as — bs as — bs
z(al—b1)2+(a2—b2)2+(a3—b3)2
= a} + b —2a,b; + a5 + b;
—2asby + a§ + bg —2a3b3
=aj+a5+a5+bi+b:+0b:
— 2(&1[)1 + azbz + a3b3)
|2 =
=a| +‘b‘ —2ad+b.
Dvs. nu er 2 bevist. [ |

Skalarproduktet i rummet er defineret pa samme méde som i planen. Af
definitionen felger derfor ogsa her at
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Hvis v er vinklen mellem vektorerne @ og b, sé er

=7
cos(v) = i —
4l[6

3 —4
a=|-2 og b=|1
5

Forst beregnes leengden af hver vektor, samt deres skalarprodukt:

|d] = /32 + (—=2)2 + 52 = V38
‘3‘ = J(=)2+12+0% = V17

Gob=3(-4)+(-2)-1+5-0=—-14.

Vinklen v mellem de to vektorer er sa

Jaer B ( ~14 ) -
U = COS — | = COS T ——— = - N
Iﬁ'l‘b) V38 - 17

De to vektorer og vinklen kan ses pa figur 4.7.

Nar man kan beregne skalarproduktet ud fra koordinaterne, er det ogsa
muligt at beregne koordinaterne til projektionen af en vektor pa en anden.

Eksempel 4.18 Her ses pa de to vektorer

3 —4
a=|-2 og b=|1
5 0

fra eksempel 4.17. Her blev det beregnet at
Geb=-14 og ‘?‘Z\/ﬁ,

dvs. projektionen d - af @ pa b er

56

—14 —4 17
e
17 0 0

De to vektorer og projektionen kan ses pa figur 4.8.

47

X

Figur 4.7: Vinklen mellem vektor @ og b .

Figur 4.8: Projektionen af @ p& b.
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4.3 Vektorprodukt

For vektorer @ og bi planen kan man beregne en determinant. Der geelder
her at det('d, 3) = @+ b. Denne definition kan ikke udvides til vektorer i
rummet, idet man ikke entydigt kan definere en tveervektor. Til gengeeld fin-
des der for vektorer i rummet endnu et produkt der kaldes vektorproduktet.
Det defineres pa felgende made:

Definition 4.19

Lad vektorerne a og b have koordinaterne

a . by
a =|as og b =1b,
as b3

Man definerer da vektorproduktet a x b som vektoren

a; by
as bs
a: b abs — asb;
- 7 3 3
axb = = a3b1—a1b3
a; b
ajby — ax by
a; by
a; by

Eksempel 4.20 Vektorproduktet af de to vektorer

-1 5
a=|4 og b =|0
3 2
er
:
2
2 9 4-2-3-0 8
Zl)Xb = ‘_1 5' = 35—(—1)2 =17
—-1-0—4-5 —20
-1 5
4 0

Beregner man i stedet b x @, far man

:
2
9 z 0-3—2-4 -8
bXE:‘S _1‘:2-(—1)—5'3:—17
5:4-0-(-1 20
s 1 (-1)
0 4

Dvs. G x b og b x G er altsa ikke den samme vektor.
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Eksempel 4.21 Her beregnes vektorproduktet af de to enhedsvektorer 7°
og 7 der har koordinaterne

1 0
T=10 og T =1
0 0
Man far
0 1
0 0
0 0 0:-0—-0-1 0
TxT =, ,l=]0-0-1-0{=0|=Fk
1-1-— 1
1 0 0-0
0 1

Dette eksempel viser at 7 x ] er det samme som enhedsvektoren i z-aksens
retning. Dvs. 7 x J er vinkelret pd bade 7° og 7, og de tre vektorer

— — — -
1

r, J og xXJ
danner tilsammen et hgjresystem (i den raekkefolge).

Det viser sig at dette rent faktisk geelder generelt for vektorerne @b og
d x b. Der geelder altsa folgende:

Lad @ og b vere to vektorer i rummet. Der geelder da
1. Gxb 13 og GxbLb.
2. G, b og d x b danner tilsammen et hgjresystem.

Placeringen af de tre vektorer i forhold til hinanden kan ses pa fi-
gur 4.9.

Bevis
At @ og d x b er ortogonale kan bevises ved at se pa deres skalarprodukt.
Regner man pé koordinaterne, far man

a azbs — asb,
az|+|asby —aibs
as aiby — ay by

8|
L]

—~
8|
X
o

S—"
Il

ai(azbs — asby) + ax(asby — aibs) + as(a; by — azby)

= a1a2b3 - a1a3b2 + a2a3b1 - a1a2b3 + ala3b2 - a2a3b1
=0.

Da skalarproduktet giver 0, er de to vektorer altsa ortogonale. At b LGaxb
kan vises pa tilsvarende made.

Det er ikke helt simpelt at vise at @, b og d x b danner et hgjresystem,
sa her gives blot et lgst argument.

I eksempel 4.21 blev det vist at det geelder for enhedsvektorerne, dvs. for

—

T, 7 og T x 7. Hvis man forestiller sig at @ og b roteres sa a ligger

Figur 4.9: Placeringen af vektorerne @, b
og d x b iforhold til hinanden.



Figur 4.10: Arealet af parallelogrammet ud-
spendt af @ og b er lig leengden af @ x b.

X

Figur 4.11: Parallelogrammet udspzendt af
dogh.
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langs med x-aksen og b ligger i xy-planen, s& vil @ x b veere parallel med
z-aksen. Ud fra dette system vil man kunne vise at @, b og d x b danner
et hejresystem. Dermed vil det ogsa geelde for de oprindelige vektorer. ll

Vektoren @ x b er altsa en ny vektor der star vinkelret pa bade @ og b.
Der geelder ogsa noget specielt for leengden af denne vektor, nemlig

Lad @ og b veere to vektorer i rummet, og lad v veere vinklen mellem
dem. Der geelder da at

‘fo 3| = |6||F( sin(v) ,

dvs. |a@ x I—;‘ er arealet af det parallelogram der udspeendes af @ og b
(se figur 4.10).

Beviset for seetningen er ikke andet end en uhyggelig meengde algebra (se
afsnit A.2), sa her folger i stedet et eksempel.

Eksempel 4.24 Her beregnes arealet af det parallelogram der udspaendes
af vektorerne

3 —4
a=|-2 og b=|1
5

<
B 55 00 —2.0-1-5 -5
axb= ‘3 _4‘ = 5:(-4)—-0-3 |=]-20
s 4 3-1—(-4)-(-2) -5
-2 1
Leengden af denne vektor er
. =5
‘Z x b‘ = [|-20| = J(=5)2 + (=20)% + (=5)% = V450 ~ 21,2 .
=5

Arealet af det parallelogram der udspeendes af de to vektorer, er altsa 21,2
(se figur 4.11).

Vinklen mellem disse to vektorer blev bestemt i eksempel 4.17 til 123,4°.
Arealet af parallelogrammet kan derfor ogsa bestemmes ved at beregne

13| ‘E’) sin(123,47) = 32 + (=2)2 + 52 - \J(—4)% + 12 + 02 - sin(123,4°)
= /38 V17 - sin(123,4°) = 21,2,

hvilket heldigvis er den samme veerdi som for.
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Hvis to vektorer er parallelle, er vinklen mellem dem 0°. Hvis a og b er
parallelle, vil arealet af det »parallelogram« de udspeender, derfor veere

@[5 |sin(0) = 0.
Af seetning 4.23 felger derfor, at
‘71’ xb|=

dvs. @ x b ma veare nulvektoren 0 da det er den eneste vektor der har
leengde 0. Denne argumentation forer til folgende seetning:

Hvis de to vektorer @ og b er parallelle, sa er

—
— g

axb=0.

Eksempel 4.26 De to vektorer

-1 —2

a=|3 og b=|6
2 4

er parallelle. For at se at dette er korrekt, beregnes

:

2 4
3-4—-2-6 0

- T 2 4
axb = ‘_1 _2‘ =|2-(-2) - (-1)-4|=|o
—1-6-3-(=2 0

1 o 6-3-(-2)
3 6

Idet Tx b = 0,erd| b.
Dette kapitel sluttes af med en seetning der opsummerer de vigtigste regne-

regler for vektorproduktet:

Lad @, b og ¢ vere vektorer i rummet, og lad ¢ veere et tal. Da geelder

—

1. axb = T;xﬁ'.
t(@xb)=(a)xb=7ax(th).

.a (?+ )=?1'><7)>+?1' T
( +b)xC=axC+bx7.

Regnereglen 1 viser at vektorproduktet ikke er kommutativt, dvs. reekke-
folgen er ikke ligegyldig. Regnereglerne 3 og 4 viser til gengeeld at den
distributive lov geelder for vektorproduktet. Seetningen kan bevises ved
meget lange udregninger med koordinater, sa her gives kun et delvist bevis
for 1 og 3.
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Bevis
Lad vektorerne @ og b have koordinaterne

aq . bl
a=|as og b =1b,
as b3

—

Hvis ¥ = d@ x b,og W = b x d, s& geelder der for x-koordinaterne at

abs — asby = bsay; — byas

U1

—bzas + bsaz = —(bzas — b3az) = —wy .
Vha. tilsvarende beregninger pa de to andre koordinater kan man vise at

Uy = —Wy og U3 = —W3,

—
—

dvs. U = —w,ogaltsder a x b =—b x a.

For at bevise 3 ser man pa vektorerne

a by C1
Z{ =14zl , b = bg og _C> =|C
as b3 C3

og seetter
w=dx(b+7T), W=dxb og T=4dx<¢.
For x-koordinaterne geelder da at

wi = ax(bs + c3) — as(by + ¢2) = azbs + azcs — asby — asc,

ur +v1 = (azbs — asby) + (azcs — ascz) = azbs — asbz + azes — asc;
Ved at sammenligne leddene kan man se at
wy = U+ .
Tilsvarende beregninger for de to andre koordinater giver at
Wy = Uy + Uy og w3 = U3 + U3,

dvs.
og derfor er

hvilket beviser 3. [ |
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4.4 Ovelser

Ovelse 4.1 _ Ovelse 4.6 _
To vektorer @ og b irummet er givet ved To vektorer @ og b irummet er bestemt ved
3 —4 -3 _ 5
a=|7| og b=|5]. da=|1]| og b=|4
—6 2 -1
a) Bestem5- . b) Bestem @ + b, a) Bestem vinklen mellem @ og b.
- 7 - = B jekti b4 af b paa.
c) Bestem a — b. d) Bestem ’ a+b ’ b) Bestem projektionen bz af b pa d
Ovelse 4.7
Ovelse 4.2 Tre vektorer i rummet er givet ved
Tre punkter i rummet er bestemt ved A(1,3,-2),
B(7,5,1) og C(0,—1,6). 5 3 —4
. a=|0|, b=|6] og T=|7
a) Bestem AB. -1 2 3
b) Bestem ‘AB)' a) Bestem @ x b. b) Bestem b x G.
c) Bestem AB + AC. c) Bestem @ x C. d) Bestem da x (E + ?).
Ovelse 4.3 _ Ovelse 4.8
To vektorer @ og b irummet er bestemt ved To vektorer @ og b irummet er bestemt ved
6 0 1 (-3
a=|-2] og b=|[4]. a=|-5| og b=|15
3 -5 2 6
a) Bestem @ + b a) Gor rede for at de to vektorer er parallelle.
b) Bestem @« b Ovelse 4.9
Tre punkter i rummet er givet ved A(3,2,—-1), B(2,1,4)
Ovelse 4.4 og C(5,8,6).

To vektorer d og b i rummet er bestemt ved L
a) Vis at AB og BC er ortogonale.

—

1 28
a=|2| og b=|-21]. Vektoren 7 er givet ved
7 2 .
U =AC-AB.
a) Gor rede for at de to vektorer er ortogonale. S—
b) Vis at v og BC er parallelle.
Ovelse 4.5

To vektorer @ og b i rummet er bestemt ved Ovelse 4.10

To vektorer @ og b irummet er givet ved

1 t ; 1
a=|2 og b=|6]. . —

_s5 1 da=|-3] og b=]|6

2 —4

a) Bestem veerdien af t sd de to vektorer er

a) Bestem da x b nart=5.
ortogonale.

b) Bestem ¢ sa de to vektorer er parallelle.






Rumgeometri

I dette kapitel gennemgés nogle af de vigtige egenskaber for geometriske
objekter i rummet. Her ses pa punkter, linjer, planer og kugler. Et punkt
i rummet har som bekendt 3 koordinater. Afstanden mellem to punkter i
rummet er givet ved felgende seetning:

Lad A(xy, y1, 21) og B(xz, ¥2, 22) veere to punkter i rummet. Afstanden
fra Atil B er sa

|AB| = \/(xz —x1)2+ (=) + (22— z1)%.

Seetningen folger af at afstanden mellem punkterne A og B er lig leengden
af vektoren AB.

5.1 Linjer i rummet

Linjer i rummet kan ikke beskrives helt sa simpelt som linjer i planen. Fordi
der er en dimension mere i rummet, viser det sig at man ikke kan beskrive
linjer i rummet vha. en ligning. Man kan dog, ligesom i planen, beskrive en
linje vha. en parameterfremstilling. Helt analogt med seetning 3.2 geelder

der derfor folgende:

En parameterfremstilling for en linje i rummet er givet ved

X X0 r
y|i=|y|+t|rz|, teR.
V4 20 r3

n

hvor (x, yo, 29) er et punkt pa linjen, og 7 = | r, | er en retningsvektor
r3

for linjen.

For linjer i planen geelder at de enten er parallelle eller skeerer hinanden.
For linjer i rummet er situationen mere kompliceret. To linjer i rummet
kan veere parallelle eller skeere hinanden, men de kan ogsa ligge sadan at
de hverken er parallelle eller skeerer hinanden. I det sidste tilfzelde siger
man at linjerne er vindskzeve (se figur 5.1).

55

Figur 5.1: De to linjer / og m er vindskeeve.
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Hvis man vil finde ud af hvordan to linjer ligger i forhold til hinanden, kan
dette gores ved forst at undersege om de er parallelle — og hvis de ikke er,
kan man undersege om de evt. har et skeeringspunkt.

Eksempel 5.3 Her undersgges de to linjer

x 3 -1
I: |y|l=]2|+¢t]5]|, teR
z 0 4
og
X -2 0
m yl=|1[+s]|2], s€eR
z 7 6

for at se om de er parallelle.

Hvis de to linjer er parallelle, er deres retningsvektorer parallelle. Derfor
kan man blot undersgge om dette er tilfzeldet. Hertil bruges seetning 4.25.
Man beregner derfor vektorproduktet af de to retningsvektorer:

-1) (0 5:6—4-2 22
5 (x[2[=]4-0—-(-1)-6|=]6
4 6 -1-2-5-0 -2

Da vektorproduktet af de to retningsvektorer ikke er 0, sa er de to ret-
ningsvektorer ikke parallelle. Derfor er linjerne heller ikke parallelle.

Eksempel 5.4 De to linjer [ og m fra eksempel 5.3 er ikke parallelle. Det er
derfor muligt at de har et skeeringspunkt. For at finde et evt. skeeringspunkt
skrives koordinatfunktionerne for de to linjer op:

x =3+ (-t x=-2+0s
y=2+5t y=1+2s
z=0+4t z=7+6s

Hvis de to linjer har et skeeringspunkt, skal der findes en veerdi for t og en
veerdi for s som svarer til samme punkt. Man seetter derfor koordinatfunk-
tionerne lig hinanden og far felgende tre ligninger med to ubekendte:

3—t=-2
2+5t=1+2s
4t =7+ 65

Idet den forste ligning ikke indeholder s, kan den let lases for ¢:
3—t=-2 = t=5.
Denne veerdi for t kan nu indseettes i den neeste ligning, og man far
2+5:-5=1+2s < s=13.

Hvis de to ligninger har et skeeringspunkt, s& skal disse veerdier for s og ¢
ogsa passe ind i den sidste ligning — men det gor de ikke. Man far nemlig:

4-5+7+6-13.

Der findes altsa ikke et seet af veerdier for t og s som leser alle tre ligninger.
Derfor har linjerne intet skeeringspunkt, dvs. de er vindskeeve (se figur 5.1).
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Eksempel 5.5 Her undersgges om de to linjer

X 5 -2
l: yl=[0]+t]1], teR
z -1 3
og
X -1 8
m yi=|2[+s[-2], seR
z 3 —2

har et skeeringspunkt.
Hvis man seetter koordinatfunktionerne lig hinanden, far man folgende tre

ligninger

5-2t=-1+38s
0+t=2-2s
-1+3t=3-2s.

Ifelge den anden ligning er t = 2 — 2s. Dette kan indseettes i den forste
ligning sa man far

5—2(2—-25)=—-1+4+8s o 1+45s=-1+8s & s=

o=

Dette giver s&
t=2-2-7=1.

Disse to veerdier passer ogsa ind i den sidste ligning, idet

-1+3-1=3-2-3.

Skeeringspunktet mellem de to linjer kan nu findes ved at seette t = 1 ind
i ligningen for [ eller s = % ind i ligningen for m. Vha. ligningen for [ far
man

5 -2 3

Oj+1-11]=|1

-1 3 2

Dette er stedvektoren til skeeringspunktet, som altsa er (3, 1, 2) (se figur 5.2).

De to linjer I og m fra eksempel 5.5 skeerer hinanden. Det giver derfor
mening at undersgge vinklen mellem dem. Denne vinkel ma vaere den
samme som vinklen mellem retningsvektorerne, og den kan bestemmes
vha. skalarproduktet.

Eksempel 5.6 Vinklen mellem de to linjer [ og m fra eksempel 5.5 (se ogsa
figur 5.2) kan bestemmes ved at finde vinklen mellem de to retningsvektorer

Figur 5.2: De to linjer [ og m skeerer hinan-
deni(3,1,2).



D

Figur 5.3: En plan i rummet og en normal-
vektor til planen..
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Ifolge setning 4.16 geelder der om denne vinkel at

-2 8

1 -2

FreFm 3] |2

osO) = Tl T =2\ (8

1 -2

is
2.841-(=2)+3-(~2) 24 2

TR (2 (<2 VN2 VT

Vinklen mellem retningsvektorerne er derfor

-1 2 139,1°
v = COS -—— | = i
J7

som ogsa er vinklen mellem linjerne.

Der er to vinkler mellem linjerne: En spids og en stump. Disse to vinkler
giver tilsammen 180°. Den stumpe er beregnet ovenfor, sa er man i stedet
interesseret i den spidse vinkel mellem linjerne, kan denne beregnes som

180° — 139,1° = 40,9° .

5.2 Planer

Pa figur 5.3 ses et udsnit af en plan i rummet. Der er tale om et udsnit fordi
en plan streekker sig uendeligt langt i koordinatsystemet (lige som en ret
linje gor det), og det kan man af gode grunde ikke tegne.

Det viser sig, at en plan i rummet kan beskrives vha. en ligning. For at
opstille en sadan ligning har man brug for en normalvektor til planen.

Definition 5.7

En normalvektor 7 til en plan er en vektor, som er vinkelret p4 alle
vektorer, der er parallelle med planen.

En normalvektor til en plan er altsa en vektor, der star vinkelret p& planen
(se figur 5.3). Kender man en normalvektor og et punkt i planen er det
muligt at opstille en ligning for planen. Antag derfor, at normalvektoren
har koordinaterne

og det kendte punkt Py har koordinaterne Py(xo, yo, 29). Hvis P(x, y, z) er et
tilfeeldigt punkt i planen, s& star 7 vinkelret pa vektoren PyP (se figur 5.4).
Dvs.
a) (x—xo
WOﬁ:O Aad b'y_y() =0.
c)] \z—2zo
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Ganger man dette skalarprodukt ud, far man ligningen z
a(x —x) + b(y —yo) + c(z—29) =0,

som geelder for ethvert punkt P(x, y, z), der ligger i planen. Man har derfor
denne seetning:

: y
x
a

Hvis planen & har normalvektoren 7 = | b |, og punktet Py(xo, o, 20) Figur 5.4: Normalvektoren 7 star vinkelret

. pa vektoren P, P, som ligger i planen.

ligger i planen, sa kan planen beskrives ved ligningen
a(x —x0) + b(y —y0) + c(z—2) =0,
der ogsa kan skrives pa formen
ax+by+cz+d=0,

hvor d = —axy — byy — czy.

Eksempel 5.9 Hvis planen « har normalvektoren
4
n=|1],
-2
og punktet (1,0, 3) ligger i planen, s& har planen « ligningen
4x-1D)+1(y-0)—-2(z—3)=0,
som kan reduceres til

dx+y—2z+2=0.

Planen og normalvektoren kan ses pa figur 5.5.

Eksempel 5.10 Planen « fra eksempel 5.9 har ligningen

a: 4x+y—-2z+2=0. Figur 5.5: Planen « og en normalvektor til
planen.

Her undersgges om punktet P(1, 2, 4) ligger i planen.

Hvis punktet P ligger i planen, sa skal punktets koordinater passe ind i
planens ligning. Koordinaterne indszettes derfor pa ligningens venstre side,
og man far

4-1+2-2-4+2=4+2-8+2=0.

Da venstre side af ligningen er lig hejre side, nar man indseetter punktets
koordinater, sa ligger punktet P(1,2,4) i planen a.



Figur 5.6: Planen gennem de tre punkter A,
B og C har AB x AC som normalvektor.

Figur 5.7: Linjen [ skeerer planen « i punk-
tet (—4,

~1,6).

ABx AC

(—4,-1,6)

60 Rumgeometri

Har man tre punkter, der ikke ligger pa en linje, sa er der praecist én plan,
der indeholder alle tre punkter Hvis de tre punkter kaldes A, B og C, sa
vil vektorerne AB, AC og BC veere parallelle med planen. Dvs. man kan
danne en normalvektor til planen ved at beregne f.eks.

ABx AC,
idet denri Vek_to’r star vinkelret pa bade AB og AC, som er parallelle med
planen. AB x AC star derfor vinkelret pa planen.
Eksempel 5.11 En plan gar gennem punkterne
A(2,5,3), B(1,7,-4) og C(0,1,8).

For at finde en ligning for planen, kan man starte med at beregne

1-2) (-1 0-2) (-2
AB=|7-5|=|2| og AC=|1-5|=|-4
—4-3) \-7 8-3] (5

En normalvektor til planen er derfor

-1 -2 —18
n=ABxAC=|2|x|-4|=| 19
-7 5 8

For at opstille en ligning for planen skal man ogsé bruge et punkt i planen.
Her kan ethvert af punkterne A, B eller C bruges. Bruger man punktet A,
far man

—18(x —2) +19(y —5) +8(z—3) = 0 o
—18x+19y +8z—83=0.

Man havde naturligvis fundet den samme ligning, hvis man havde brugt ét
af de andre to punkter.

5.3 Linje og plan

Hvis man har en linje og en plan i rummet, sa vil disse skeere hinanden,
med mindre de er parallelle. Skeeringspunktet kan man finde ved at seette
linjens koordinatfunktioner ind i planens ligning.

Eksempel 5.12 Planen « har ligningen
a: 3x-2y+z+4=0,

og linjen [ har parameterfremstillingen

x 1 5
l: y{=[0o[+¢t[1], teR.
z 8 2

Linjens parameterfremstillingen giver da disse tre koordinatfunktioner

x =145t
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(a) P4 samme side af planen. (b) Pa hver sin side af planen.

y=0+t¢
z=8+2t.

Indseetter man de tre koordinatfunktioner i planens ligning far man

31 +5)—2(0+t)+(8+2t)+4=0 o
3+15t—-2t+8+2t+4=0 <
15t 4+15=0 <

t=-1.

Ved denne veerdi af parameteren ¢, vil linjen skeere planen. Denne veerdi
indseettes derfor i linjens parameterfremstilling, og man far

1 5\ (-4
of+(-1)-|1|=]-1
8 2 6

Linjen [ skeerer altsa planen « i punktet (—4, —1, 6) (se figur 5.7).

En linje, der skeerer en plan, vil danne en vinkel med denne plan. Denne
vinkel kan findes ved at undersege vinklen mellem linjens retningsvektor
og planens normalvektor. Hvis man har retningsvektoren for linjen og
normalvektoren for planen, er der to muligheder for, hvordan vektorerne
kan ligge i forhold til hinanden. Enten kan de ligge pa samme side af planen,
eller de kan ligge pa hver sin side af planen (se figur 5.8).

Hvis man kalder vinklen mellem linjen og planen for v, og vinklen mellem
retningsvektoren og normalvektoren for u (se figur 5.8), sa er

u <90° og u+v=90°,
hvis de to vektorer ligger pa samme side af planen, og

u>90° og u—v=90",

hvis de to vektorer ligger pa hver sin side af planen. Vinklen u kan findes
vha. skalarproduktet mellem retningsvektoren 7 og normalvektoren 7,
idet -

neT

77

cos(u) =

Man har derfor folgende satning:

Figur 5.8: Der er to muligheder for, hvordan
en linjes retningsvektor og en plans normal-
vektor kan ligge i forhold til hinanden.



47,0°

Figur 5.9: Vinklen mellem [ og « er 47,0°.
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Huvis en linje har retningsvektoren 7 og en plan har normalvektoren
7, sa er vinklen v mellem linjen og planen givet ved

v=90"—u, hvisu<90°,

eller

v=u—90", hvisu>90".

Vinklen u kan findes ud fra formlen

|

=)

cos(u) =

El

Y

Eksempel 5.14 Her beregnes vinklen mellem linjen og planen fra eksem-
pel 5.12. Linjen [ har retningsvektoren

og planen « har ligningen
a 3x—2y+z+4=0,

dvs. normalvektoren er

3

n=|-2

1

Vinklen u er derfor
3 5
=21 1]
L TT S t) e
u = cos ——— | =cos

(|n||r|> 3\ |5
-2 [1
1 2

» 3-5-2-1+1-2 .
= cos =43,0".
32+ (=2)% + 1252 + 12 + 22

Da u < 90° er vinklen mellem linjen og planen

v =190"—43,0"=47,0".

Vinklen ses markeret pa figur 5.9.

5.4 Vinkel mellem planer

To planer, der ikke er parallelle, vil skeere hinanden. Det er muligt at finde
vinklen mellem sadanne planer ved at finde vinklen mellem planernes
normalvektorer (se figur 5.10).
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Eksempel 5.15 Vinklen mellem de to planer « og f, der har ligningerne

a: 2x—y+3z-5=0
B 7x+4y+8=0,

kan findes ved at finde vinklen mellem deres normalvektorer

2 7
7[& =|-1 Og T{ﬁ =14
3 0
Vinklen v mellem disse to vektorer opfylder
Tg e Tig 2:7+(=1)-4+3-0 10

cos(v) = ——~ = = ,
ol |7g] 22+ (12 + 3272+ 42+ 02 14465

og vinklen er derfor

v =70,6".

_ 1 10
= cos (mm)

I virkeligheden er der to vinkler mellem planerne — en spids og en stump.

De to vinkler er tilsammen 180°.

Eksempel 5.16 Ieksempel 5.15 blev den spidse vinkel mellem planerne
a og f bestemt til 70,6°. Den stumpe vinkel mellem de to planer er derfor

180° — 70,6° = 109,4° .

5.5 Afstanden fra et punkt til en plan

Planer i rummet har mange feellestreek med linjer i planen. En ligning for
en plan minder f.eks. om en ligning for en linje i planen. Det viser sig,
at afstanden fra et punkt i rummet til en given plan kan beregnes med
en formel, der ligner formlen for afstanden mellem et punkt og en linje i
planen (se seetning 3.10). Der geelder nemlig folgende:

Afstanden fra punktet P(xy, Yo, 2o) til planen
a: ax+by+cz+d=0

er givet ved formlen

laxo + byo + czo + d|

distP. @) =

Bevis
Planen « har ligningen ax + by + cz + d = 0. En normalvektor for planen

er derfor
a

n=|b
c

B

l)/ a

Figur 5.10: Vinklen mellem to planer er lig
vinklen mellem deres normalvektorer.
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e

Figur 5.11: Afstanden fra punktet P til pla-
nen « er lig leengden af vektorprojektionen
0P .

-
/\y

X

Figur 5.12: En kugle i rummet og et punkt
P pa kuglen.
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En skitse af situationen kan ses pa figur 5.11.

Hvis Q(x1, y1, z1) er et tilfeeldigt punkt i planen, sa kan afstanden fra punk-
tet P til planen a beregnes som leengden af vektoren QP+, dvs. QP’s
projektion pa normalvektoren 7 (se figuren).

Da vektoren Q—P> har koordinaterne

Xo — X1
QP =1yo—»|
Z0 — 21

kan leengden af vektoren @57; beregnes vha. seetning 4.12. Man far

71’-@5‘

—

0Pa] =

al (xo—x

bl Yo— W1
Cc 20 — %1

a
b

c

_lalxo — x1) + b(yo — y1) + c(zo — z1))|
- NP

_laxo + by + czo — ax; — by, — czy|

va? + b2+ c?

Men fordi punktet Q(x1, y1, z1) ligger i planen «, passer punktets koordi-
nater ind i planens ligning, dvs.

(5.1)

ax1+byi+cz;+d=0 < d=—ax;— by —cz; .
Dette indseettes i ligningen (5.1), og man far
_laxg + byy + czo + d
T JZrr e
Da leengden af denne vektor er lig afstanden fra P til a, er seetningen
dermed vist. [

0Fs

Eksempel 5.18 Her beregnes afstanden fra punktet P(4, -2, 3) til planen
a: 2x+3y—-5z+1=0.

Seetning 5.17 anvendes, og man far

2-4+3-(-2)-5-3+1] [-12[ 12

Ny e N I

dist(P, a) = 95 .

5.6 Kugler

En kugle i rummet bestér af alle de punkter, der har den samme afstand
(radius) til et bestemt punkt (centrum). Et eksempel pa en kugle kan ses pa
figur 5.12.

Idet alle punkterne pa kuglen har samme afstand til centrum, kan man
opstille en ligning for kuglen:
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Hvis en kugle K har centrum i C(xo, ¥y, 29) og radius r, sa har kuglen
ligningen

K: (x=x)+@=-y)+E-2)=r.

Bevis

Hvis et punkt P(x, y, z) ligger pa kuglen, s er afstanden fra C til P lig
med radius r. Heraf folger, at |CP|* = r2. De to punkter har koordinaterne
C(x0, Y0, 20) og P(x, y, z), s ifelge seetning 5.1 er

ICPI? = (x = x0)* + (y = y0)* + (z — 20)" .
Kuglens ligning er alts& derfor
(x—x0)*+(y—y)* +(z—z)* =r*. |
Eksempel 5.20 Kuglen med centrum i C(3,-5,4) og radius r = 7 har

ligningen
(x =3+ (- +(z-9"=7",

hvilket ogsa kan skrives som
(x =3P+ (y+5)7+(z—4)*=49.
Punktet P(5,1,7) ligger pa denne kugle, idet koordinaterne passer ind i
kuglens ligning. Der geelder nemlig, at
(5-32+(1+5°+(7T—-4)2=22+62+32=4+36+9=49.
Eksempel 5.21 Ligningen
x2+2x+y2—8y+zz—6z+1=0

er ligningen for en kugle. Det kan man se ved at omskrive ligningen pa
folgende made

x2+2x+y2—8y+22—6z+1=0 <

x2+2x+y2—8y+zz—6z=—1

4 2x+1+9y -8y +16+2°—6z+9=-1+1+16+9 <«
(x+1)*+(y—4)*+(z-3)=25.

¢

Man kan nu se, at det drejer sig om en kugle med centrum i C(—1,4, 3) og
radius r = /25 = 5.

Tangentplaner

Hvis man har en plan og en kugle i rummet, er der tre muligheder for,
hvordan de kan ligge i forhold til hinanden. Enten skeerer planen kuglen
(skeeringspunkterne vil her ligge pa en cirkel), eller planen rerer kuglen i
preecist ét punkt, eller ogsa har de ingen punkter feelles (se figur 5.13).

I det tilfeelde, hvor planen rerer kuglen i preecist ét punkt, kalder man
planen for en tangentplan til kuglen. Man har altsa felgende definition:



Figur 5.13: Der er tre muligheder for, hvor-
dan en plan og en kugle kan ligge i forhold
til hinanden. Hvis planen rerer kuglen i net-
op ét punkt, kaldes planen en tangentplan

til kuglen.
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(a) Skeering. (b) Et reringspunkt. (c) Ingen punkter felles.

Definition 5.22
Hvis en plan « og en kugle K har netop ét feelles punkt, kaldes « en

tangentplan til K.

Om en given plan er tangentplan til en given kugle kan man bestemme
ved at se pa afstanden fra kuglens centrum til planen. Hvis denne er lig
med kuglens radius, s& er planen en tangentplan.

Eksempel 5.23 Her undersgges, om planen
a: 3x—2y+4z+6=0
er tangentplan til kuglen
K: (x—-1)*+(y+2°+(z-57%=36.

Kuglens centrum er C(1,—2,5). Afstanden fra centrum til planen kan be-
stemmes vha. seetning 5.17:

3-1-2-(-2)+4-5+6  [33 33
324 (-22+4  9+4+16 29
Men kuglens radius er r = /36 = 6. Idet afstanden fra centrum til planen

er storre end radius har planen og kuglen ingen punkter feelles. Planen o
er altsd ikke en tangentplan til K.

dist(C, a) = ~ 6,13 .

Hvis man kender et punkt pa en given kugle, er det muligt at finde en
ligning for tangentplanen i dette punkt.

Eksempel 5.24 I eksempel 5.20 blev det vist, at punktet P(5,1,7) 14 pa
kuglen med ligningen

(x =372+ (y+5)72+(z—4)*=49.

Hvis a er den tangentplan til kuglen, der rerer kuglen i dette punkt, sa vil
vektoren PC veere en normalvektor til « (se figur 5.14).

Figur 5.14: PC er en normalvektor til tan-  Kuglens centrum er C(3, -5, 4), s& vektoren PC har koordinaterne

gentplanen.

3-5) (-2
PC=|-5-1|=|-6
4-7) (-3
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Hvis man skifter fortegn pa alle koordinaterne, far man den modsatrettede
vektor CP, som er parallel med PC og derfor ogsa er en normalvektor. Som
normalvektor til planen bruges altsa!

Da man kender et punkt i planen, nemlig P(5, 1,7) kan planens ligning
umiddelbart skrives op. Den bliver

2x—=5)+6(y—1)+3(z—-7)=0,
hvilket kan omskrives til
2x+6y+3z—37=0.

Dette er altsé ligningen for den tangentplan til kuglen, der har rerings-
punktet P(5,1,7).

Linjer og kugler

En linje i rummet kan enten skeere en kugle i ét eller to punkter eller ligge
helt uden for kuglen. Som afslutning pa dette kapitel vises her, hvordan
man kan finde evt. skeeringspunkter mellem en linje og en kugle.

Eksempel 5.25 Her undersegges, om der er skeeringspunkter mellem linjen
I med parameterfremstillingen

X 30 9
I: |y|l=]-19|+¢t|-6|, teR
z 8 2

og kuglen K med ligningen
K: (x=3+@y+1)>+(z-27%=121.

For at finde ud af, om der er skeeringspunkter, indseetter man linjens koor-
dinatfunktioner

x =30+9¢
y =—19 — 6t
z=8+2t
i kuglens ligning. Det giver
(30 + 9t —3)> + (19— 6t + 1)* + (8 + 2t — 2)* = 121 o

(27 +9t)* + (—18 — 61) + (6 + 2t)* = 121 .

Loser man denne ligning, far man de to lesninger

'Man behover ikke at skifte fortegnene, men
det er langt nemmere at regne med.
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Da der er to losninger, skeerer linjen altsa kuglen to steder. Koordinaterne
til de to skeeringspunkter kan findes ved at indseette de to parameterveerdier

i linjens ligning:

x) (30 9) (-6
yl=|-19]+(9)|-6|=]| 5
z 8 2 0
x) (30 9) (12
yl=|-19]+ (=2)|-6|=|-7
z 8 2 4

Linjen [ skeerer altsa kuglen K i punkterne (-6, 5,0) og (12, —7,4).

5.7 Ovelser
Avelse 5.1
Der er givet to punkter A(5,1,3) og B(9,-2,4).

a) Bestem en parameterfremstilling for den linje der
gar gennem de to punkter A og B.

Ovelse 5.2

To linjer I og m i rummet er givet ved
x 1 -3

l y|=13|+t-| 4

z 2 2

x 6 2

m: yI=(11+s-|2

z 7 7

De to linjer skeerer hinanden i punktet P.

a) Bestem koordinaterne til skeeringspunktet P.

b) Bestem den spidse vinkel mellem de to linjer.

Ovelse 5.3 1
Vektoren 7 = [—6| er normalvektor til planen «a, og
2

punktet P(1,3,4) ligger i denne plan.

a) Bestem en ligning for planen «a.

b) Afger om punktet Q(2,5, 1) ligger i planen a.

Dvelse 5.4
Tre punkter i rummet er givet ved A(2,3,7), B(0,1,—4)
og C(3,5,1).

a) Bestem en ligning for den plan der udspeendes af
de tre punkter A, B og C.

b) Vis at punktet P(2, 1,30) ligger i denne plan.

Ovelse 5.5
En plan « i rummet er givet ved ligningen

3x—y+2z=5,

og en linje [ er givet ved parameterfremstillingen

X 4 -1
y|=(-11{+¢-] 6
z —6 3

a) Bestem skeeringspunktet mellem [ og a.

Ovelse 5.6
En plan « i rummet er givet ved ligningen

X+2y—-5z+7=0.

a) Vis at punktet P(—8,3,1) ligger i planen a.

b) Bestem en parameterfremstilling for den linje der
gar gennem P og star vinkelret pa a.
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Ovelse 5.7 Ovelse 5.12

En plan i rummet har ligningen a) Bestem en ligning for kuglen med centrum i

4x—3y+7=0. C(8,1,3) og radius 4.

a) Vis at linjen givet ved parameterfremstillingen  gvyelse 5.13

¥ 2 6 a) Vis at ligningen
=|0 -1 8
}z} 1+t _s5 x2+2x+y2—10y+zz—6221

er ligningen for en kugle, og bestem kuglens cen-

er parallel med denne plan. trum og radius

Ovelse 5.8

. . - Ovelse 5.14
En linje /i rummet er givet ved parameterfremstillingen

a) Vis at planen med ligningen x + y + 11z +53 =0

x 2 1 er tangentplan til kuglen med centrum i C(3, 1, 6)
yi=|-3[+¢t-|5], og radius /123.
z 0 —2

Ovelse 5.15

ktet P har koordinat P(8,3,1).
0 punite ar koordinaterne P(8,3,1) En kugle i rummet er givet ved ligningen

a) Bestem en ligning for den plan der indeholder ) , )
linjen [ og punktet P. (x=1D"+(»+3)°+(z-5)"=54.
Ovelse 5.9 a) Bestem kuglens centrum og radius.
To planer i rummet er givet ved ligningerne

Tre planer «a,  og y er givet ved ligningerne
a: 2x—y+5z=3

B 7y—2z=9. a: 2x+y-—-z=12
y
a) Bestem vinklen mellem de to planer. B x+y-z=2
Y : 2x+y=-16.

Dvelse 5.10

a) Bestem afstanden fra punktet P(2, 6, 1) til planen b) Afger hvilke(n) af de tre planer der er tangentplan

med ligningen 2x — y +2z -9 =0. til kuglen.
Ovelse 5.11 ]?Vilsels"m ¢ er vivet ved lioni
Planen « er givet ved ligningen n kugle 1 rummet er givet ved ligningen
5x—2y+3z+10=0, (x+272+(y -3 +(z—2y° =11,

og linjen [ er givet ved parameterfremstillingen og en linje er givet ved parameterfremstillingen
x 2 x) (-5 6
yI=|1[+¢t-|11]. yl=|2]+¢-|2
z) 2 z) |3 -2

a) Vis at Ler parallel med a. a) Bestem skeeringspunkterne mellem linjen og

b) Bestem afstanden fra [ til a. kuglen.






Lidt mere om vektorer

I dette appendix preesenteres nogle yderligere anvendelser af vektorregning.

A.1 Trigonometriske additionsformler

Vha. regning pé vektorer er det muligt at finde frem til de sakaldte ad-
ditionsformler for cosinus og sinus. Pa figur A.1 ses enhedscirklen med
to indtegnede vektorer €, og €,. De to vektorer er stedvektorer til de
retningspunkter pa enhedscirklen, der svarer til vinklerne u og v.

Fordi de to vektorer har samme leengde som radius i enhedscirklen, har de
begge leengden 1, dvs. de er enhedsvektorer. Da de er stedvektorer til de
retningspunkter pa enhedscirklen, der svarer til vinklerne u og v, ma de
have koordinaterne

— _ {cos(u) — _ (cos(v)
€u =\ sin(w) 8 €v= sin(v) | °
Skalarproduktet af de to vektorer er derfor

€yt €y = (cos(u)) . (COS(U)> = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v) .

sin(u) sin(v)

Vinklen mellem de to vektorer er u — v (se figur A.1). Ifglge seetning 2.8
geelder der derfor, at

( ) €y €, cos(u)cos(v) + sin(u) sin(v)
cos(u—v)= —— =
I'€ulle,] 1-1

= cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v) .

Dette er én af de sakaldte additionsformler.
For cosinus og sinus geelder der, at
cos(—v) = cos(v) og sin(—v) = —sin(v) ,

hvilket man kan overbevise sig om ved at se pa enhedscirklens symmetri.
Herved kan man finde en formel for cos(u + v), idet

cos(u + v) = cos(u — (—v)) = cos(u) cos(—v) + sin(u) sin(—v)

= cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) .

Ved at udnytte, at sin(; —v) = cos(v), kan man ogsa udlede formler for
sinus. Samlet set geelder der folgende seetning:
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Figur A.1: Vektorerne €, og €, er stedvek-
torer til punkter pa enhedscirklen.
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For to vinkler u og v geelder der

cos(u + v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v)
cos(u —v) = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v)
sin(u + v) = sin(u) cos(v) + sin(v) cos(u)

sin(u — v) = sin(u) cos(v) — sin(v) cos(u) .

A.2 Vektorprodukt og areal

I dette afsnit preesenteres beviset for seetning 4.23 om vektorproduktet. Det
skal altsa vises, at

‘?f x 77" =|4d]| ‘?) sin(v) ,
hvor v er vinklen mellem vektorerne.

Bevis (seetning 4.23) .
Vektorproduktet af de to vektorer @ og b er

absz — aszb;
axb =|asb; —aibs
aiby — ax by

Kvadratet pé leengden af ‘@ x b er derfor

2
’7 X b‘ = (azbs — asby)* + (asby — a1b3)* + (a1 by — azby)°
= a§b32 + agbzz — 2asb3as b,
+ agblz + a%b32 - 2a3b1a1b3

+ a?bzz + a%bf - 2a1bza2b1 (Al)

'"Undervejs udnyttes, at Regner man pa den hgjre side af formlen, far man’

cos(v)® + sin(v)* = 1, - 2 2
(|Z| ) b ‘ sin(v)) =|4d]*|b| sin(v)?
dvs.
sin(v)? = 1 — cos(v)® .

=|al? ?2 (1 - cos(v)z)
172 |5] - g ‘E"Z cos(v)?

2 —
=@l |b| — (@ b)*

= (@ + a5 + ad)(b? + b2 + b%) — (a1by + azby + azbs)?
= aj(b? + b: + b3) + a5(b? + b3 + b?) + a(b? + b + b3)
- (a%bl2 + asb3 + asb?
+2a1bya; by + 2a1b1asbs + 2a2b2a3b3)
= afbl2 + a%bz2 + afb32 + agbl2 + a%bz2 + a§b32
a%bl2 + agbz2 + a§b32 - a%bl2 - agbzz - a%bg

— Zalblazbg — 2(11[71(13[)3 — 2(12[72(13[73
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= a%bz2 + a?bg + a%bl2 + a§b32 + agbl2 + a%bz2

- 2611 blazbz - 2a1b1a3b3 - 2a2bza3b3 (AZ)

Sammenligner man nu udtrykkene (A.1) og (A.2), ser man, at de er ens,
dvs.

R ) )

‘a x b‘ =|4q| ‘b‘ sin(v)” .
Men da alle starrelserne er positive, kan man uden videre tage kvadratroden
pa begge sider og konkludere, at

(Ex F‘ - |a’|m sin(v) . [

A.3 Projektion af en vektor pa en plan

Hvis vektoren @ projiceres vinkelret ned pa planen «, far man vektoren
d 4, som er vist pa figur A.2. Som det fremgér af figuren er

—

Ea+ﬁﬁ:7 < aD{:?J'—ET{.

Projektionen af @ pa normalvektoren 7 kan findes vha. seetning 4.12. Man
far

L a7
ag = —5—
" mEE

og der geelder derfor folgende seetning:

Hvis planen « har normalvektoren 77, sa er projektionen af vektoren
‘d pa planen « givet ved vektoren

—~ . asm
ady = a —

|7

A.4 Afstanden fra et punkt til en linje i rummet

Pé figur A.3 ses en linje  med retningsvektoren 7 og et punkt P. Afstanden
fra punktet til linjen svarer til leengden af linjestykket d. Pa figuren er der
ogsa markeret et tilfeeldigt punkt Q pé linjen.

Linjestykket d er hgjde i den retvinklede trekant, der er markeret pa figuren.
Grundlinjen er leengden af vektoren QP+, som er projektionen af vektoren
QP pé retningsvektoren 7. Trekanten har derfor arealet

T=1d @J} =;d‘Q—l|5?.|j

Trekanten udspeendes af vektorerne QP og QP+. Den kan derfor ogsa
beregnes vha. vektorproduktet, dvs.

. gPev_| |OPeF .
QP><Q_>|2r ‘:1|Qer‘.

T 1|00 - 3
zQ Q r 2 |r 2 |—r>|2

Figur A.2: Projektionen af vektoren d pa
planen a.

Figur A.3: Linjestykket d svarer til afstan-
den fra P til L.



74 Lidt mere om vektorer

De to udtryk for arealet ma veere lig hinanden, sa derfor er

1d’Qf;|r’=;‘Qf;|z‘@x7\ -
0P <7
d=1"_1

7]

Der geelder derfor folgende seetning:

Afstanden fra punktet P til linjen [ med retningsvektoren 7 er

o1
dlSt(P, l) = = >
|71

hvor Q er et vilkarligt punkt pa linjen [.
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