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Den klassiske geometri beskeeftiger sig med alle mulige former for figurer:
Linjer, trekanter, cirkler, parabler, ellipser osv. I den analytiske geometri leeg-
ger man disse figurer ind i et koordinatsystem, sdledes at de kan beskrives
vha. ligninger.

Et simpelt eksempel pa dette er en ret linje. Som bekendt kan en ret linje
skrives pa formen
y=ax+b,

hvor a og b er to konstanter.

Geometri handler som bekendt om at méle forskellige storrelser pa givne
figurer. Hvis figurerne bestar af punkter i et koordinatsystem, er det derfor
nedvendigt at have en méade at finde afstanden mellem to punkter pa.

1 AFSTANDEN MELLEM TO PUNKTER | PLANEN

Antag at man har to punkter i et koordinatsystem A(x;; y1) og B(x2; y2). Der
gaelder da folgende seetning.

Setning 1

Afstanden mellem to punkter i planen A(x;; y1) og B(x»; y») er givet ved

|ABI = 1/ (xy — 222 + (71— y2)2.

Beviset for seetningen kan ses i de udleverede noter.

2 CIRKLENS LIGNING

Af noterne fremgér det ligeledes, at en cirkel bestar af alle de punkter, der har
samme afstand (radius) til et bestemt punkt (centrum). Ud fra formlen for
afstanden mellem to punkter ser man derfor, at cirklen bestar af de punkter
(x;y), der opfylder

V-2 + -y =,
hvor C(xy; yo) er cirklens centrum og r dens radius.

Hvis man seatter begge sider af ligningen i anden potens, fas



Figur 1: En ellipse med breendpunkter F; og
F, pé x-aksen og centrum i (0;0).

IDer er en god grund til at indfere den hal-
ve storakse (og lilleakse) i stedet for den he-

le. Formlen for ellipsen (se nedenfor) bliver
peenere, og man kan komme fra ellipsens
ligning til cirklens ved at sette a og b lig
med cirklen radius r.

Setning 2

En cirkel med centrum C(xy; yo) og radius r er givet ved de punkter, der
opfylder ligningen
(x = x0)* +(y = yo)* = 1°.

3 FORSKYDNING AF KURVER

Ofte vil det veere sddan, at det er nemmest at finde ligningen for en bestemt
kurve, nar den har visse paene egenskaber; for en cirkel kan det veere, at den
har centrum i (0; 0), for en parabel, at dens symmetriakse er lodret, osv.

Nér man har fundet ligningen for kurven i dette specialtilfeelde, kan man sa
generalisere resultatet ved at forskyde kurven. I virkeligheden er det nemmere
at skubbe selve koordinatsystemet den anden vej. Det vil sige, at de punkter,
der for hed (x; y) nu hedder (x — xp; y — yo). Man erstatter altsa blot x og y i
ligningen med x — xy 0g ¥ — yo.

Dette illustreres lettest ved et eksempel.
Eksempel 3
Ligningen for en cirkel med radius 5 og centrum (0;0) er givet ved

x? +y2 =25.

Hvis man vil finde ligningen for cirklen med radius 5 og centrum i (1;3) skal
man altsé blot erstattet x med x—1 og y med y — 3. Ligningen bliver derfor

(x—1)?+(y-3)*> =25,

som jo ogsé ifplge seetning 2 er ligningen for cirklen med radius 5 og centrum
(1;3).

4 ELLIPSER

Ellipser horer sammen med parabler og hyperbler til de sdkaldte keglesnit,
dvs. figurer, der opstar, nar man lader en kegle blive skaret af et plan.

En ellipse er defineret som de punkter, hvis sammenlagte afstand til to punk-
ter (F) og F, jf. figur 1) er konstant.

Sagt med en formel svarer dette til

r+r=2a. (D

Ser man pé figur 1, kan man se, at dette svarer til, at ellipsens bredde er 2a. a
kaldes derfor for ellipsens halve storakse.' P4 tilsvarende méde defineres b
som ellipsens halve lilleakse. F; og F, kaldes ellipsens breendpunkter.



4 Ellipser 3

I begyndelsen ses pa en ellipse, der har bade x- og y-akserne som symmetri-
akser, dvs. at breendpunkterne ligger pa x-aksen, og ellipsens centrum (der
er punktet midt mellem F; og F) ligger i (0;0). Dette gor problemet noget
lettere at regne pa, men der skal alligevel en del forarbejde til, for man kan
udlede en ligning for ellipsen.

Formlen (1) kan ikke uden videre laves om til en ligning i x og y. For at komme
uden om det problem, udleder man farst en formel for r i stedet for summen
ry +ro.

Allerforst skal man dog lige igennem noget fodarbejde og en enkelt definition.

Definition 4: Eccentricitet

Forholdet mellem afstanden fra F; til F, og ellipsens storakse 2a kaldes

ellipsens eccentricitet e:
o= |F1 Pl

a 2

Som det ses af definitionen, er e et tal, der ligger mellem 0 og 1. Jo teettere e er
pa 0, jo teettere ligger F) pa F,, og jo teettere er ellipsen pa at vaere en cirkel.

Fra (2) far man, at |F, F»| = 2ea, og man kan derfor udlede, at koordinaterne
til de to punkter F; og F, er

Fi(—ea;0) og F>(ea;0).

Herudfra ses det, at

r =1/ (x+ea)?+ y? og rp=1/(x—ea)?+ y? 3)

Udnytter man (1) fas

2a(ri—r)=(r1+r)r—r)= r12 - r22
=((x+ ea)® + yz) - (x- ea)® + y2) =4eax,

dvs.
2a(ry — ) =4eax o 1 — 1o =2ex.

Man har altsa nu, at

rn+r=2a og r—1r2=2ex.

Leaegges disse to ligninger sammen, fés
2r1=2a+2ex = r=a-+ex,

og r; er altsd nu udtrykt ved x. Bruger man nu, hvad (3) siger om ry, far man

V(x+ea)?+y*=a+ex o



Figur 2: I punktet (0; b) er der lige langt til
punkterne F; og F» og denne afstand ma
derfor veere a.

(x+ea)® + y2 = (a+ ex)? o
y2 = (a+ex)* - (x +ea)® o
y2:a2+ezx2+2eax—x2+eza2—26ax =
y2:c¢2—ezclz—x2+ezx2 =
¥y =1-ea —x) (4)

Ligningen (4) for ellipsen athaenger nu af x og y. Det eneste der mangler er
at fa elimineret tallet e. Der mangler derfor ikke meget i beviset for folgende
setning.

Satning 5

Ellipsen med centrum i (0;0) og breendpunkter pa x-aksen har ligningen

x2 y2

P + 0 =1, (5)
hvor a er den halve storakse, og b er den halve lilleakse.

Bevis

For at bevise ligningen (5) mangler man blot at fa udtrykt e ved a og b i
ligningen (4). Ser man pa figur 2, kan man se, at afstanden fra F; til (0; ) ma
veere a. Pythagoras’ seetning giver derfor

(—ea)’ +b* = a® &

Indsattes dette i ligning (4), fas
b? b?
y? = (1 - (1 - ;)) = ;(az - x%).

Deler man nu med b? pa begge sider af lighedstegnet, fir man

2 2 2
y_ 1 5 yo_, X
ﬁ = ;(Cl — X ) <> ﬁ =1- —
og ligningen (5) er dermed vist. |

Efter denne noget lange vej til ellipsens ligning, udnyttes det, at man blot kan
forskyde kurven for at fa denne saetning.

Setning 6

Ellipsen med centrum i (xg, yp) og breendpunkter med samme y-koordinat



5 Hyperbler 5

har ligningen
2 R
(x 260) N ¥=y)” _ 1
a b?

hvor a og b er henholdvis halve storakse og halve lilleakse.

5 HYPERBLER

En hyperbel er defineret som de punkter P(x, y), hvor forskellen i afstand
til to punkter F) og F» (som lige som for ellipsen hedder breendpunkter) er
konstant. Ser man pa figur 1.3, ser man at det svarer til

|ry — 12| =2a. (6)
De to grene af hyperblen skeerer sa x-aksen i hhv. (—a, 0) og (a, 0).

Som for ellipser defineres eccentriciteten

R Bl
e= .
2a

Laeg meerke til, at hvor e < 1 for ellipser, er e > 1 for hyperbler.

P& samme made som for ellipser, kan man finde frem til en formel, der giver
sammenhangen mellem eccentriciteten e og a og b:

e"=1+—. @)
a

Leeg meerke til, at der her er skiftet fortegn foran breken, idet e jo netop er
storre end 1. Der findes i ovrigt lige som for ellipser en geometrisk betydning
af tallet b, men da dette kraever en del udregninger at beskrive, springes dette
over.

Med det samme angives derfor ligningen for en hyperbel.

Satning 7

En hyperbel med centrum i (0,0) og breendpunkter pa x-aksen har lig-
ningen
2 2
Lo
a’? b?
Bevis (delvist)
Hvis man gennemfoprer udregninger, der svarer til dem, der blev udfert for

ellipsen ovenfor, nar man frem til en formel, der svarer til (4)

Y =(?-1)(x*-ad).

Indseetter man heri (7), fair man

2 _ 2 2y _ 2

Figur 3: En hyperbel med breendpunkter F;
og F, pé x-aksen og centrum i (0;0).



Figur 4: En parabel med toppunkt i (0;0) og
vandret ledelinje ¢.

Herfra fas
72 B £ 2y B
-zt ¢ ZTwth
hvorved satningen er bevist. |

Igen kan man forskyde kurven og fa et mere generelt udsagn.

Satning 8
En hyperbel med centrum i (xg, y9) og breendpunkter med samme y-

koordinat har ligningen

(x — xp)? (J’—J’o)z_l
R

6 PARABLER

Den sidste type af keglesnit, der findes, er parablen. En parabel er defineret

som de punkter, der har samme afstand til et punkt (kaldet breendpunktet) og

til en linje (kaldet ledelinjen). Ser man pa figur 4, kan man se, at det svarer til
n=r,

hvor r; er afstanden fra P til F og r er afstanden fra P til linjen ¢.

Hvis man veelger at regne pa en parabel med toppunkt i (0;0) og vandret
ledelinje som pa figuren, fas (da breendpunktet og ledelinjen ligger lige langt
fra toppunktet), at breendpunktets koordinater og linjens ligning er givet ved

F(0;q) og {(:y=-q.

Man ved derfor, at

rn=v/x%+y-q)? og rp=y+ql.

Hvis disse to storrelser skal veere lige store, giver det
Cry-@=pra® e
Pyt -2qy=y+q°+2qy o
x*-2qy=2qy °
4qy = x°.

L

iq x2, hvilket er det samme som

Den sidste ligning kan nu omformes til y =

y=ax",

-1
hvora—4q.

Dette er altsé ligningen for en parabel med toppunkt i (0;0). Hvis man vil have
ligningen for en parabel med toppunkt i (xy; yp) forskyder man kurven og far
folgende seetning.



6 Parabler 7

Satning 9
En parabel med toppunkt i (xo; yo) og ledelinje y = —q + yp har ligningen
y=alx—x0)* +yo,

-1
hvora—4q.

Regner man videre pa parablens ligning, fas

y= a(x2 + xg —2X0X) + Yo = ax? —2axpXx+ Yo.

Sammenlignes dette med den sadvanlige ligning for en parabel y = ax? +
bx + c, far man, at

b
b=-2ax =S Xg=——, (8)
2a
0og
c= axg + Yo,
som omskrives til
e al e a( b)2_4ac b* b -4ac d ©
Yo = 0 2a)  4a 4a 4da 4a’

Som man kan se, er (8) og (9) i virkeligheden blot de velkendte formler for,
hvordan man finder en parabels toppunkt ud fra konstanterne a, b og c.
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