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Funktioner og grafer

I dette kapitel udvides funktionsbegrebet yderligere. Her ses pa funktioner
af to variable, dvs. funktioner som har to uatheengige variabel og en atheen-
gig variabel. Funktionens »input« er et punkt (x, y) og dens »output« er
et tal z.

Definition 1.1

En funktion f af to variable er en funktion som til et par (x,y) af
variable knytter et tal f(x,y).

Definitionsmeengden Dm( f) bestar af de talpar for hvilke funktio-
nen f er defineret, og veerdimeengden Vm( f) er meengden af mulige
funktionsveerdier.

Det er her veerd at bemaerke at idet der er to uatheengige variable, x og y,
er definitionsmengden ikke en meengde af tal, men en meengde af punkter.

Eksempel 1.2 Funktionen f(x,y) = x>—y+3 er en funktion af to variable.
Man kan beregne funktionsveerdierne i (1, 4) og (2, —5) ved indsettelse i
forskriften:

f(1,4)=1*-4+3=0
f(2,-5) =22 —(-5)+3=12.

For at man kan tegne grafen for en sddan funktion, har man brug for
tre akser: en x-akse, en y-akse og en z-akse. Dvs. man har brug for et
koordinatsystem i tre dimensioner.

1.1 Koordinatsystemer i tre dimensioner

Det seedvanlige koordinatsystem i planen bestar af to akser (x-aksen og
y-aksen) der star vinkelret pa hinanden. Akserne er orienteret sddan at nar
man beveeger sig fra x-aksen mod y-aksen, foregar beveegelsen mod uret.

For at danne et tredimensionalt koordinatsystem tilfgjer man en tredje
akse, z-aksen, der star vinkelret pa de to andre. Men her skal man treeffe
et valg for man kan gé vinkelret pa x og y i to forskellige gennemlobs-
retninger. Man veelger at orientere koordinatsystemet sa det er et sdkaldt
hajresystem. Pa figur 1.1 kan man se orienteringen af akserne: Leegger man
pegefingeren pa hgjre hand i x-aksens retning og langfingeren i y-aksens,
sa vil tommelfingeren pege i z-aksens retning.

Figur 1.1: Et hgjresystem.



Figur 1.2: Et punkt i rummet har 3 koordi-

nater, og koordinatsystemet kan opdeles i 3

planer.

Figur 1.3: Grafen for en funktion i to vari-

able.

<
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(a) Punktet P(3,-2,4). (b) xy-, xz- og yz-planen.

Et punkt P i rummet har tre koordinater P(x, y, z), som tildeles pa fuld-
steendigt samme made som man tildeler koordinater til et punkt i planen.
P4 figur 1.2(a) ses punktet P(3, -2, 4) indtegnet i et tredimensionalt koordi-
natsystem.

Hvert par af akser definerer en plan i det tredimensionelle koordinatsystem.
De punkter hvor z-koordinaten er 0, er punkter i den seedvanlige xy-plan.
Mens de punkter hvor enten x- eller y-koordinaten er 0, ligger i hhv. yz-
og xz-planen (se figur 1.2(b)).

Nar man tegner grafen for en funktion af to variable, afseetter man punkter
(x,¥,2z) i rummet sddan at x og y er de uafthengige variable, mens z-
koordinaten settes lig med den aftheengige variabel f(x,y).

Figur 1.3 viser grafen for funktionen

3x
x2+y?+1°

f(st/)=1—

1.2 Definitionsmaengder

For en funktion af én variabel angiver definitionsmeengden de veerdier af
den uaftheengige variabel x der kan indseettes i funktionsforskriften, f.eks.
har funktionen f(x) = /x definitionsmeengden Dm(f) = [0;00[ (fordi
kvadratrodsfunktionen ikke kan anvendes pé negative tal).

For funktioner af 2 variable er situationen lidt mere kompliceret.
Eksempel 1.3 Definitionsmeengden for funktionen
fGoy) =16 —x2 - y?
bestér af de punkter (x, y) for hvilke 16 — x? — y? > 0, dvs.
Dm(f) = {(x,y)|x2 +y*< 16} ,

som leeses »definitionsmeengden for funktionen f bestar af de punkter
(x,y) hvorom der geelder at x% + y? < 16«.


https://www.geogebra.org/m/mbqrenf3
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Punktmeengden bestar af de punkter der ligger inden for cirklen med
centrum i (0,0) og radius 4. Definitionsmengden og grafen kan ses pa
figur 1.4.

I eksemplet ovenover kan definitionsmeengden beskrives med en ligning i
x og y. I nogle tilfeelde kan man dog beskrive definitionsmeengden ved at
angive x-veerdier og y-veerdier separat.

Eksempel 1.4 For funktionen f(x,y) = In(x)+yméax € ]0;0[ ogy €R,
dvs.
Dm(f) = 10;00[ xR .

Denne skrivemade betyder at x-veerdierne kan komme fra det forste interval
(]0;00[ ), og y-veerdierne kan komme fra det andet interval (R).

I eksemplet ovenfor er definitionsmeengden en sakaldt produktmaengde
(intervaller med x imellem). En sddan punktmengde er et (evt. ubegreenset)
rektangel i xy-planen. Hvis der ikke er nogen begreensning pa x- og y-
veerdierne for en funktion, er definitionsmeengden R x R der ogsa skrives
som R?.

Figur 1.4: Definitionsmeaengden og grafen

for funktionen f(x,y) = /16 — x2 — y2.

1.3 Ovelser
Ovelse 1.1 Ovelse 1.2
Funktionen f er givet ved Funktionen f er givet ved
flx,y) =x* —xy +4x . 2
fley) = xzi3 '

a) Bestem f(3,2) og f(—4,1).

b) Les ligningen f(1,y) = 17. a) Bestem koordinaterne til punktet P(1,5, f(1,5)).

¢) Les ligningen f(x,3) = 6. b) Brug et CAS-veerktej til at tegne grafen for f samt

punktet P.
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Ovelse 1.3 Ovelse 1.5
Funktionen f er givet ved forskriften Bestem definitionsmeengden for funktionen
fey) = JT-x"+y*. fl.y) =In(5—x"+y),
a) Tegn grafen for f. og illustrer meengden i xy-planen vha. et CAS-veerkte;j.
b) Beregn f(1,1), f(—1,2), f(3,4), og afseet de tilsva-
rende punkter pa grafen. Ovelse 1.6
Bestem definitionsmeengden for funktionerne
Ovelse 1.4
Funktionen f er givet ved forskriften a) flxy)=Jx+y+5
b =In(3x) + %
fley)=x+y"=3xy. ) $ey) =Gy
1
Afgor hvilke af de nedenstdende punkter der ligger pa ) h(x,y)= To—xi_ut
grafen: Y
a) A(1,1,-1) b) B(0,5,6)

o) C(3,2,5) d) D(2,4,-6)



Snitkurver

For funktioner i én variabel kan man bestemme den aftheaengige variabel, nar
man kender den uatheengige, og man kan lgse en ligning for at bestemme
hvilke veerdier af den uatheengige variabel der giver bestemte veerdier af
den afheengige. Dvs. pa grafen kan man bestemme y nar man kender x,
eller bestemme hvilke veerdier af x der giver en bestemt veerdi af y.

For funktioner af to variable er situationen lidt mere kompliceret idet der
er to uafheengige variable. Holder man x fast, kan y saledes stadig variere
frit — og omvendt kan x variere frit nar man holder y fast. Man definerer
derfor de sakaldte snitfunktioner.

Definition 2.1

For en funktion f(x,y) defineres de to snitfunktioner

« g(x) = f(x,y0) hvor y = y, holdes fast, og
« h(y) = f(x0,y) hvor x = x¢ holdes fast.

Graferne for snitfunktionerne kaldes snitkurver.

Eksempel 2.2 Figur 2.1 viser grafen for funktionen
X -y

fle,y) = 2

Snitfunktionen for y = 2 har forskriften

x% — 22 x?—4

g0 = f(x2) = ——= :

og snitfunktionen for x = 1 har forskriften

2 .2
h) = (1) = 2

z z Figur 2.1: Snitkurver. Graferne for funktio-
nerne g(x) (dvs. med fastholdt y) og h(y)

(med fastholdt x). i
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Graferne for de to snitfunktioner (snitkurverne) kan ogsa ses pa figuren.

2.1 Niveaukurver og konturplot

I sidste afsnit blev snitkurver i x- og y-aksernes retning defineret. Man
kan ogsa undersoge grafen for en fast veerdi af z. Herved finder man de
sakaldte niveaukurver. En niveaukurve repreasenterer saledes et vandret
snit gennem grafen, og punkterne pa kurven er de punkter pa grafen for f
der har samme funktionsveerdi.

Definition 2.3

Lad f(x,y) veere en funktion af to variable. En niveaukurve herende
til veerdien k € Vm(f) er kurven givet ved ligningen

fl,y)=k.

Eksempel 2.4 Figur 2.2 viser grafen for funktionen

2 2

Xy
xX,y)=4———"—.
fGxy) s T,
Figur 2.2: Niveaukurve pa grafen for en

funktion af to variable. Niveaukurven med ligningen f(x,y) = 1 er ogsa tegnet pa figuren. Denne
@ niveaukurve viser sig at veere en cirkel idet

fey)=1
2 2
x

-2 L1 e
2 2
2 2
x
2 2
x2+y2=6.

Det viser sig altsa at niveaukurven f(x,y) = 1 er en cirkel med centrum i

(0,0) og radius V6.

Figur 2.3 viser grafen for en funktion af to variable hvorpa der er tegnet
en reekke niveaukurver. Til hgjre for grafen ses niveaukurverne projiceret
ned i xy-planen. Et sidan xy-plot af niveaukurver kaldes et konturplot. Pa
konturplottet kan man angive for de enkelte niveaukurver hvilken hgjde
de svarer til.

Figur 2.3: Niveaukurver pa grafen for en
funktion af to variable (til venstre) samt kon- z 4
turplot (til hgjre).
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De sakaldte hgjdekurver pa landkort er faktisk et konturplot. Her tegner " /=% i
man en sammenhangende kurve der gar gennem alle de punkter der har
samme hgjde. Pa denne made kan man angive hejde pa et fladt kort. Man
kan sa se at de steder hvor hgjdekurverne ligger teet, er landskabet meget
stejlt, mens der er forholdsvist fladt nar der er langt mellem hgjdekurverne
(se figur 2.4).

Figur 2.4: Hejdekurver pa et landkort angi-
ver landskabets hgjde over havet.[1]

2.2 Ovelser

Ovelse 2.1 Ovelse 2.4
Funktionen f er givet ved Bestem en ligning for niveaukurven f(x,y) = 3 for
funktionen

f(x,y)=x2+xy—4.

2
s = +2y.
Bestem en forskrift for de to snitfunktioner feoy) =x Y

a) g(x)= f(x,3) b) h(y) = f(=2,y) Hvilken type figur er denne niveaukurve?

Dvelse 2.2 Ovelse 2.5

Funktionen f er givet ved Funktionen f er givet ved

f(x’Y)\]Ll_xz_yz' f(x’y)=3.efxz—2yz.

a) Bestem en forskrift for snitfunktionen g(x) hvor

y = 3 er konstant. a) Bestem en ligning for niveaukurven f(x,y) = 1.
b) Brug et CAS-veerktej til at tegne graferne for b) Brug et CAS-veerkteij til at tegne grafen for f samt

f(x.y) og g(x). niveaukurven.
Ovelse 2.3 Ovelse 2.6
Funktionen f er givet ved Funktionen f er givet ved

2y
s =3x — R
feoyy=38x— 57+ feam)=xy-1- 3y

a) Bestem de snitkurver der gar gennem punktet
P(1,3, f(1,3)). a) Tegn et konturplot for z = -2,-1,0,1,2,3.






Afledte funktioner

For en funktion f af én variabel kan man bestemme tangentens heeldning
ved at beregne differentialkvotienten f”.

Ser man pé grafen for en funktion af to variable f(x,y), bliver sagen
mere kompliceret idet man kan neerme sig et punkt fra uendeligt mange
forskellige retninger. I et punkt har man derfor ogsa uendeligt mange
forskellige tangentheeldninger og uendeligt mange tangentlinjer. To af
disse har dog seerlig interesse, nemlig tangentheaeldningerne i x-aksens og
y-aksens retninger. Disse tangentheeldninger svarer til tangentheeldningen
af en snitkurve i hhv. x- og y-aksens retning, hvilket den folgende definition
afspejler.

Definition 3.1

For en funktion af to variable f(x, y) med differentiable snitfunktioner
g(x) og h(y) definerer man de partielle afledte

Ry =gx og fixy)=H(©).

De partielle afledte betegnes ogsa of og ﬂ
ox ay

Man finder altsa et udtryk for de to partielle afledte ved at differentiere
f(x,y) for fastholdt y hhv. fastholdt x.

Eksempel 3.2 En funktion af to variable er givet ved

fGey)=xy* +6x.

Den partielle afledte mht. x far man ved at differentiere dette udtryk hvor
y holdes konstant. Det forste led xy? skal altsd opfattes som x - k hvor k er
konstant — og da (x - k)’ = k far man i alt:
1 3
’ 2 2
Ly =y NG

Nar man finder den partielle afledte mht. y er x konstant, dvs. det sidste
led differentieres til 0, og man far:

f;(x,y)=x-2y+0=2xy.

De partielle afledte i et punkt (xo, o, z0) pa grafen for en funktion f af to
variable bliver sa tangentheeldningen til grafen for f(x,y) i hhv. x-aksens
og y-aksens retning.

13



Figur 3.1: Planer i rummet.
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3.1 Tangentplaner

For en differentiabel funktion i én variabel kan man bestemme en entydig
tangent til grafen i et punkt. Funktioner af to variable har derimod mange
tangenter i et givet punkt pa grafen - og disse tangenter udspeender en
plan.

I appendix B gennemgas teorien for planer i rummet, her anferes blot en
seetning omkring planers ligning. Figur 3.1 viser nogle eksempler pa planer
i rummet.

Sezetning 3.3

En ikke-lodret plan i rummet er givet ved ligningen

z=ax+by+c.

En ikke-lodret plan kan ses som en funktion af to variable
fle,y)=ax+by+c.
Snitfunktionerne planen i hhv. x- og y-retningen bliver

g(x) = f(x,y) =ax+byy+c=ax+(byy+c) og
h(y) = f(x0,y) = axo + by + ¢ = by + (axo +¢) .

Af disse udtryk fremgar det at snitkurverne er rette linjer i hhv. xz- og
yz-planen med heeldningskoefficient a og b, dvs. tallet a er heeldningsko-
efficienten i x-aksens retning, mens tallet b er heeldningskoefficienten i
y-aksens retning.

Der kan ikke bestemmes en entydig tangentlinje til grafen i et punkt, men
ud fra de partielle afledte kan man bestemme en tangentplan der udspeendes
af alle tangentlinjerne. Tangentplanens ligning er sa givet ved den folgende
setning.

Szetning 3.4

Lad der veere givet en differentiabel funktion f(x, y). Tangentplanen
til grafen for f(x,y) i punktet P(xo, yo, z0) er givet ved ligningen

z = plx —x0) +q(y — ) + 20

hvor p = f{(x0, %), ¢ = fy/(xo,yo) og zo = f(x0, o).
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Et grundigt bevis for seetningen kan ses i afsnit B.3, her gives i stedet gives
et eksempel.

Eksempel 3.5 Grafen for funktionen

G, y) = J91 — 4x — 2x2 — y2 — 7
kan ses pa figur 3.2. De partielle afledte for denne funktion er
—2—2x

— — 2 _ 42
\/91 dx—2xt—y Figur 3.2: Grafen for en funktion af to va-
(x,y) = Y riable samt (et udsnit af) tangentplanen i
LGy

\/91 —4x — 2x2 — yZ ) punktet P. @

I punktet P(1,2, f(1,2)) er z-koordinaten

og

fi(x,y) =

zo=f(1,2)=V91-4-1-2-12-22-7=2,

og de partielle afledte har veerdierne

-2-2-1
/ 4
p=k Vo1—4-1-2-12-22 ? &
-2
/ 2
= (1,2): = —<.
1 fy Vo1—4.-1-2-12-22 ?

Dvs. tangentplanen i punktet P(1, 2, 2) har ligningen
z=—%(x—1)—%(y—2)+2

som kan reduceres til

—_4,_2 26
Z=—gX =5y + 5.

Et udsnit af tangentplanen kan ses sammen med grafen pa figur 3.2.

Ud fra de partielle afledte i et punkt kan man definere en vektor i planen

(den sdkaldte gradient) som har de partielle afledte som koordinater.! 'Tegnet V i notationen nedenfor kaldes
»nabla« efter det graeske ord vapia (nabla)
Definition 3.6 »fenikisk harpe« fordi symbolet lidt ligner

dette instrument.[2]
For en differentiabel funktion f(x, y) defineres gradienten i et punkt
(x0, o) til at veere vektoren

_ fx/(xo,yo)
V= (f;(»co,yo)) '

De partielle afledte f/ og f)f er — som beskrevet ovenfor — afledte i hhv. x-
og y-aksens retning. Gradienten spiller en rolle hvis man vil bestemme den
afledte i en vilkarlig retning.

Ser man pa et punkt P(xy, o, z0) pa grafen for en funktion f(x,y) af to
variable, kan man tegne en xy-plan med dette punkt som origo. Figur 3.3
viser en sadan plan set ovenfra. Tangentlinjen til grafen for f i x-aksens
retning vil (set ovenfra) veere en ret linje i x-aksens retning i denne plan;
tilsvarende vil tangentlinjen til grafen for f i y-aksens retning veere en ret


https://www.geogebra.org/m/xqttdssa

Figur 3.3: En xy-plan med punktet P pa
grafen som origo. u-aksen er en akse i en
vilkérlig retning med enhedsvektor €.

Figur 3.4: En graf med bade et maksimum
(P) og et saddelpunkt (Q).

Figur 3.5: En graf med to stationeere punk-
ter.
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linje i y-aksens retning. Heeldningskoefficienten i x-aksens retning er givet
ved f/(xo, o), og tilsvarende er heeldningskoefficienten i y-aksens retning
givet ved f;(xo, yo)-

Disse heeldningskoefficienter kan skrives som
’ 1 —
filxo,¥0) =Vf o 0 =Vfee, og

fyCxo, %0) = Vf (g) =Vfe.e,

hvor €, og €, er enhedsvektorer i hhv. x- og y-aksens retninger.

Pa figur 3.3 ses ogsa tangentlinjen i en vilkarlig retning i xy-planen. Ud fra
ovenstaende giver det mening at heeldningskoefficienten for denne linje er
givet ved

fu(x0,y0) =Vfe€

hvor € er en enhedsvektor der er retningsvektor for denne linje i xy-planen.

Skalarproduktet Vf « € = [Vf|-|€] - cos(v) hvor v er vinklen mellem V f
og €. Den starste veerdi af dette skalarprodukt fas derfor nér cos(v) = 1
— alts& nar de to vektorer Vf og € er parallelle. Heraf folger den neeste
seetning.

I punktet P(xy, yo, 29) pa grafen for en funktion af to variable er heeld-
ningskoefficienten sterst i retning af gradienten V f(xo, yp).

3.2 Stationzre punkter

Figur 3.4 viser grafen for en funktion af to variable. Denne funktion har
et maksimum i punktet P. Det viser sig (hvilket ikke bevises her) at i et
maksimum er tangentplanen parallel med xy-planen. Det samme gzelder
for et minimum. I disse punkter geelder der derfor at gradienten er lig
nulvektoren. De punkter pa grafen hvor Vf = 0 kaldes stationzere punkter.

Definition 3.8

Hvis P(x, o, z0) er et punkt pa grafen for en funktion f(x,y) af to
variable, og V f(xo, y0) = 0, kaldes P et stationaert punkt.

Et maksimum eller et minimum péa en graf vil altid veere et stationeert punkt,
men ikke alle stationeere punkter er maksima eller minima - der kan ogsa
veere tale om et sékaldt saddelpunkt (punktet Q pa figur 3.4 er et eksempel
pa et saddelpunkt).

Man kan bestemme arten af et stationeert punkt ved at analysere grafen
for funktionen som i det folgende eksempel.

Eksempel 3.9 Grafen for funktionen

Flx,y) = —5xe™ 26
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kan ses pa figur 3.5. Pa grafen ser det ud som om der er to stationeere
punkter. For at bestemme koordinaterne til disse punkter bestemmer man
de to partielle afledte

fl(x,y) = 572 (YY) _ 5x(—x)e_%(x2+y2) = (5x% — 5)e_%(x2+y2)
£, y) = =5x(=y)e 2 = 5xye 2T
I stationzere punkter er Vf = 0, dvs. f/(x,y) = 0 og fy(x,y) = 0, altsa
(5x2 —5)e 2 ) = og
5xye7%(x2+y2) =0.
Loser man dette ligningssystem, finder man lgsningerne
(x=1Ay=0) Vv (x=-1vy=0).

De to lgsninger svarer til punkterne P(1,0, f(1,0)) og Q(—1,0, f(—1,0))
som kan ses pa figur 3.5. Man kan tydeligt se pa grafen at P er et minimum
og Q er et maksimum.

Hvis man ikke kan afgere ud fra grafen om et givet stationaert punkt er et
ekstremum eller et saddelpunkt, kan man (i de fleste situationer) regne sig
frem til det. Hertil har man brug for de dobbeltafledte af funktionen f.

Definition 3.10

For en funktion f(x, y) af to variable, definerer man de dobbeltafledte
mht. x og y som de funktioner man far ved at differentiere de afledte
f{ og f; mht. hhv x og y:

=GRk ey =00

De blandede afledte defineres som de funktioner man far nar man
differentierer forst mht. x og dernzest mht. y, eller omvendt:?

7 N " N
xy = (fx)y og flyx= (fy)x :
?Det viser sig dog at hvis de partielle afledte

er kontinuerte funktioner, si er f/5 = f,
I sidste afsnit blev det vist at en heeldningskoefficienten for en tangentlinje  dys. i disse tilfeelde findes der kun én blandet

til grafen i en vilkarlig retning kan findes som afledt.

fi=Vfee=fl-ea+f e

— e . .

hvor e = (;) er en enhedsvektor i den valgte retning. Dette definerer
2

samtidig hvordan man differentierer mht. den vilkarlige retning u: Man

skal differentiere mht. x og gange med e;, differentiere mht. y og gange

med e; — og derefter leegge disse to sterrelser sammen.

Hvis et givet stationegert punkt er et maksimum eller minimum, ma der
geelde at den dobbeltafledte f” har samme fortegn i alle retninger. Man
finder sa £’ ved at differentiere f, mht. den vilkarlige retning u:

L= e+ (£ - e
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:(f,;'el+fy"ez);'€1+(fx/‘€1+fy/‘€z);,'ez

_ 44 2 44 44 44
= fex €1 + fyx €1+ foy cerea + - €

o2 77 V)
= xx-el+2fxy-elez+fyy-e2

2
e e
2 1/ 1 Gl 7/
=€, - | — +2 — + .
2 ( xx (ez) f;cy e yy)

Fortegnet for e3 er altid positivt, dvs. fortegnet for f/” bestemmes af den sid-
ste faktor der er et andengradspolynomium i ¢. Seetter man r = £(xo, o),
s = fiy(x0,¥0) og t = f;(xo, ), kan dette andengradspolynomium skrives

som
2
e e
r- <1> +25 41,
€2 €2
Idet f/’ ikke ma eendre fortegn, skal diskriminanten for dette andengradspo-
lynomium veere negativ, dvs.

(25 —4-rt<0 o r-t—s’>0.

Nar denne betingelse er opfyldt, er der altsa tale om et ekstremum. Hvis
r <0, er f/ altid negativ, dvs. der er tale om et maksimum. Er r > 0 er det
et minimum.

Hvis sterrelsen r - t — s < 0 sd har f,” forskelligt fortegn i forskellige
retninger, dvs. der er tale om et saddelpunkt. Er r -t — s> = 0 er arten af det
stationgere punkt ikke bestemt; man bliver da nedt til at undersgge punktet
grafisk. Den folgende seetning opsummerer dette resultat.

Lad f(x,y) veere en funktion af to variable med et stationeert punkt
P(x()! )/0, ZO)! Og seet

7P E fx,,,c(xo,yo) , S$= fx,;(xo,yo) og t= f;;(xo,yo) ]
Der geelder da at

« hvisrt —s* > 0, 0ogr < 0, er P et maksimum,
« hvisrt —s? >0, ogr > 0, er P et minimum,
« hvis rt — s* < 0, er P et saddelpunkt, og

« hvis rt — s* = 0, er arten af P ubestemt.

Eksempel 3.12 Funktionen
Flx,y) = —5xe™ 26
fra eksempel 3.9 har de partielle afledte

fllx,y) = (5x* = 5)e 2"

(x2+y?)

_1
fy(x.y) =5xye
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sa de dobbeltafledte og den blandede afledte er

/7 — (15% — 5x%) e 2 (7))

=y ety
_1c,2 2

y’; = (5x — 5xyY)e 2 (Y7

Ipunktet Per x = 10g y =0, dvs.

_ g _ 3 _1(12+02)_ 10
r= xx(l’o)—(15‘1—5'l)e 2 _T
€
s = x{;}(l,o):(5.0_5'12‘0)6_%(12_'_02):0
_ £/ _ 1_c.1.02 _1(12+02)_i
t=f(1,00=(5-1-5-1-0")e ==
og
g2 10 5 02 50>o
r-t—s" = —+.— — - )
Je e e

Idetr-t—s* > 0 ogr > 0, er det vist at punktet P(1,0, £(1,0)) er et minimum.
En tilsvarende analyse kan gennemfores for punktet Q.

3.3 Ovelser
Qvelse 3.1 Ovelse 3.3
En funktion f er givet ved En funktion f er givet ved
— 2.2 X y
Jeoy) =3x"+xy——. flo,y)==4+3x.
y x
a) Bestem f/(x,y) og f;(x,y). Bestem ligninger for tangentplanerne i disse punkter:
/ /

b) Bestem f/(2,3) og f/(4,1). a) A(L 1 f(1,1)) b) B(=1,3, f(~1,3))
Qvelse 3.2 C) C(Zs 4> f(29 4)) d) D(?” _15 f(3’ _1))
En funktion f er givet ved

L Qvelse 3.4
floy)=3x"—xy. En funktion f er givet ved

a) Bestem f] og f}. flx,y) = xy* + yx* —3y*.

b) Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for
£ ipunktet P(2, 1, f(2,1)). a) Bestem f/ og f;.

c) Brug et CAS-verktgj til at tegne grafen for f samt b) Bestem koordinaterne til funktionens stationsere
tangentplanen. punkter.
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Ovelse 3.5
Funktionen f er givet ved

fGey)=x-¢€.
a) Vis at f ikke har stationeere punkter.

Qvelse 3.6
For en funktion f af to variable er

7 =

Funktionen har et stationeert punkt i (-3, 9, 4).

fl(x,y) = 18x+2y, 2x-3 og fyley)=-2

a) Bestem arten af det stationzere punkt.

Afledte funktioner

Ovelse 3.7
Funktionen f er givet ved

flx,y)=x>+3y—y*—3x.

a) Bestem de dobbeltafledte og den blandede afledte
af f.
b) Bestem de stationere punkter for f.

c) Bestem arten af de stationgere punkter.

"Ovelse 3.8
Bestem de stationeere punkter og arten af disse for funk-

tionen
Xy —x

x24+y24+1"

flx,y) =



Vektorer i rummet

Det er muligt at udvide mange af definitionerne for vektorer i planen til
vektorer i rummet. En vektor i rummet har tre koordinater frem for to, men
derudover geelder mange af de samme resultater for vektorer i rummet som
for vektorer i planen.

Definition A.1

En vektor i rummet er en matematisk sterrelse der angiver en bevae-
gelse i rummet vha. tre koordinater

De tre koordinater angiver beveegelsen langs hhv. x-, y- og z-aksen.

En vektor er altsa en steorrelse i rummet der kan beskrives med en leengde
og en retning. Her skal man vere opmerksom pa at retningen nu er i tre
dimensioner, dvs. der er mange flere muligheder. Leengden af en vektor
beregnes i gvrigt analogt til metoden i to dimensioner.

a
Hvis vektoren a har koordinaterne a = |a;|, s er
as

|d| = {a?+a%+a?.

Bevis

Pa figur A.1 ses vektoren d tegnet ind i et koordinatsystem. I xy-planen
ses en retvinklet trekant med sideleengderne |a;| og |a,|,! dvs. lengden af
hypotenusen d kan beregnes vha. Pythagoras’ seetning:

2_ 2 2
d°=aj+a;.

Men stykket d er ogsa katete i den retvinklede trekant hvor | @] er hypote-
nuse. Her er leengden af den anden katete |as), dvs.

_>2
|G1* =d* +a’=a+ad’+d2,
og derfor er

|d] = Ja? + a3+ d3 . [ ]

21

A

X

Figur A.1: Leengden af en vektor kan be-
regnes ud fra koordinaterne a;, a, og as.

'Man tager den numeriske veerdi af koordi-
naterne for at finde leengden idet koordina-
terne kan veere negative.
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Idet vektorer defineres pa samme méade i rummet som i planen, kan man
ogsé definere summen af to vektorer og differensen mellem dem pé fuld-
steendigt samme made.

En hel reekke setninger kan derfor bevises pa fuldsteendigt samme méade
som de tilsvarende seetninger for vektorer i planen, og de bevises derfor
ikke her. Der geelder bl.a. folgende 3 seetninger:

Hvis @, b og ¢ er vektorer geelder

—

a+b=b+74d. (den kommutative lov)
+C

1.
2. (?f + b) =d+ (_b> + ?) . (den associative lov)

Hvis A, B og C er tre punkter i planen, sa er

AB=AC+CB.

Hvis @ og b er vektorer, ogt og s er tal, sa geelder
1. (-1)ad =-4d.
2. (t+s)a =ta +sa.
3. (ts)a =t(sa).
4. t(T+b)=td +1b.

Begyndelsespunktet i rummet er lige som i planen origo som er det punkt

A hvor akserne krydser hinanden. Dette punkt har i rummet koordinater-

OA ne 0(0,0,0). Ud fra dette punkt kan man lige som i planen definere en
stedvektor til et punkt A i rummet (se figur A.2).

y Definition A.6
x Hvis A(xy, yo, 20) er et punkt i rummet, defineres stedvektoren til punk-
— tet som
Figur A.2: Stedvektoren OA til punktet A. Xo
OA = Yo
20

OA er vektoren fra 0(0, 0, 0) til A(xo, Yo, 20)-

Koordinaterne for en vektor der gar mellem punkterne A(xi, y;,z1) og
B(x3, y2, z2) kan beregnes ved hjeelp af den folgende seetning.
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Vektoren AB mellem punkterne A(xi, y1, z1) og B(xz, y2, z2) har koor-
dinaterne

X2 — X1
AB = Yo — W1
22—z

Beviset for denne seetning forleber fuldsteendigt som beviset for den tilsva-
rende setning i planen.

A.1 Skalarprodukt

Lige som for vektorer i planen, kan man definere skalarproduktet af to
vektorer i rummet.

Definition A.8

Hvis de to vektorer @ og b har koordinaterne

a . bl
a =|ay og b =|by],
as bS

defineres skalarproduktet af de to vektorer som tallet

aeb = a1b1 +a2b2 +a2b2 .

Ved at regne med koordinater kan man bevise folgende regneregler:

Hvis @, b og ¢ er vektorer i rummet, geelder der

1. d-d=|aP (leengde og skalarprodukt)
2. Geb=0b-7. (den kommutative lov)
3. 7e(b+C)=deb+d-C. }
~ . (den distributive lov)
4. (G+b)+CT=G-CT+b-7.
5. (T+5)-(a+5) =laP+[5] +27-5
6 (7-F)+(a-5)=laP+[s] -27-5
7. (@+5)(a-)=lal-|b
Bevis

Beviset kan udferes pa samme made som beviset for den tilsvarende seetning
i planen, dvs. ved regning med koordinater. Her bevises 4 og 6.
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Hvis @, b og ¢ har koordinaterne

ay by C1
a = ar| , b = bz og c = c2 ,
as bs C3

a; + by C1
(?l»'i' b)'?: a, +by|-|eo =(a1 +b1)c1+(a2+b2)cz+(a3+b3)03
as +bs) \c3

=aic + b1C1 + ascy + szz + aszcs + b3C3
= ajcy +ascy +ascs + b101 + bng + b303
=dasCc+beC.

Hermed er 4 bevist.

Desuden far man

a; — by a; — by
(Z—b)'(ﬁ—b): az—bz . az—bz
a3—b3 03—b3
= (a1 — b1)* + (@ — by)* + (a3 — b3)?
= a® + b% — 2a,by + @i + b% — 2a;b; + ak + b — 2azb;
=a% +ai+a’ +b? + b2 + b2 — 2(arby + asby + asbs)
2 _
=|a’|2+]b‘ —2Gb.

Dvs. nu er 6 ogsa bevist. |

Skalarproduktet har pa samme made som i planen en sammenhaeng med
vinklen mellem de to vektorer. Der geelder altsa

Hvis v er vinklen mellem vektorerne @ og b, sé er

3 —4
a=|-2 og b=|1
5

Forst beregnes leengden af hver vektor, samt deres skalarprodukt:

17| = /32 + (=2)? + 52 = /38
‘F’ = J(=42 +12+ 02 = 17



A.1 Skalarprodukt

—

Geb=3(-4)+(-2) 1+5-0=-14.

Vinklen v mellem de to vektorer er si

b —14
-1 o
vV = cos oS —— | = 1234 .
|‘b) <\/38-\/17)

De to vektorer og vinklen kan ses pa figur A.3.

Idet skalarproduktet virker fuldsteendigt ligesom i planen geelder der ogsa
folgende to seetninger om skalarproduktet og projektion af vektorer:

Lad v veere vinklen mellem de to vektorer @ og b. Der geelder da

1. HVisE’-_b>>0,séer0°§v<90°.
2. Hvisﬁ'-’b>=0,sé’1erv=90°,dvs.E’Ly.
3. Hvis @+ b <0, saer 90° < v < 180"

For projektionen @ af vektor @ pa b, geelder at

_ dsb —

ay=-—7 b,
7]

og
b

a

LS

3 —4
a=|-2 og b=|1
5 0

fra eksempel A.11. Her blev det beregnet, at

Teb=-14 og ‘?‘:\/17,
dvs. projektionen @ af @ pa b er
56
—14 —4 17
= d1=]-4
b \/ﬁz 17
0 0

De to vektorer og projektionen kan ses pa figur A.4.

X

Figur A.3: Vinklen mellem vektor @ og b.

Figur A.4: Projektionen af @ pa b.
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A.2 Vektorprodukt

For vektorer i planen kan man beregne en determinant. Dette er ikke muligt
for vektorer i rummet. Til gengeeld findes der for vektorer i rummet endnu
et produkt, der kaldes vektorproduktet. Det defineres pa folgende made:

Definition A.15

Lad vektorerne @ og b have koordinaterne

a; _ bl
E =|az og b = bz
as bs

Man definerer da vektorproduktet a x b som vektoren

as bz
as bs
azbs — asb;
= T as b3
axb= = a3b1 —a1b3
ai b
aiby — axby
a; b
a; by

Eksempel A.16 Vektorproduktet af de to vektorer

-1 5
a=|4 og b =0
3 2
er
4 0
>
I 3 9 4-2-3-0 8
axb = ‘_1 5' =13-5-(-1)-2|=| 17
-1-0—4-5 —20
-1 5
L

Beregner man i stedet b x @, far man

0 4

2
S [F 0-3—2-4 —38
bxd= ‘5 _1' ={2-(-1)-5-3|=|-17
5.4—0-(-1) 20

5 —1

N

Dvs. @ x b og b x @ er altsa ikke den samme vektor.
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Eksempel A.17 Her beregnes vektorproduktet af de to enhedsvektorer
€, og €, der har koordinaterne

1 0
€y =10 og €, =1
0 0
Man far
0 1
0 0
0-0—-0-1 0
- = 0 0 —
exx ey, = 10 =10-0—-1-0{=|0|= e,
1-1-0-0 1
1 0
0 1

Dette eksempel viser, at € x ?y er det samme som enhedsvektoren i z-
aksens retning. Dvs. € x €, er ortogonal med bade ¢, og ¢, og de tre
vektorer

—

€x, €y 0g ExXxe,

danner tilsammen et hgjresystem (i den reekkefolge).

—

Det viser sig, at dette rent faktisk geelder generelt for vektorerne @, b og
@ x b. Der gelder altsa folgende:

Lad @ og b veere to vektorer i rummet. Der geelder da
1. xb 13 og axbLlb.

2. 4, b og d x b danner tilsammen et hejresystem.

Placeringen af de tre vektorer i forhold til hinanden kan ses pa figur A.5.

Bevis
At @ og @ x b er ortogonale kan bevises ved at se pa deres skalarprodukt.
Regner man pa koordinaterne, far man

Nt &7: » ‘v\
i N,
ay) (azbs — asb,
a e (Z X _B)) =|az|-|asb; — a1b3 Figur A.5: Placeringen af vektorerne @, b
as) \aiby — asby og @ x b iforhold til hinanden.

= ay(azbs — asby) + az(asby — aibs) + as(ai1by — azby)
= alazb3 — ala3bz + a2a3b1 — a1a2b3 + a1a3b2 — aza3b1
=0.

Da skalarproduktet giver 0, er de to vektorer altsa ortogonale. At b Laxb

kan vises pa tilsvarende made.

Det er ikke helt simpelt at vise, at @, b og a x b danner et hgjresystem,
sa her gives blot et lgst argument.

I eksempel A.17 blev det vist, at det geelder for enhedsvektorerne, dvs. for
€y, €y 0g €, x €,. Hvis man forestiller sig, at @ og b roteres sa @ ligger



Figur A.6: Arealet af parallelogrammet ud-
speendt af @ og b er lig lengdenaf @ x b.

X

Figur A.7: Parallelogrammet udspaendt af
dogh.
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langs med x-aksen, s& vil man ud fra dette system kunne vise, at @, b og
@ x b danner et hgjresystem. Dermed vil det ogsa geelde for de oprindelige
vektorer. |

Vektoren @ x b er altsa en ny vektor, der star vinkelret pa bade @ og b.
Der geelder ogsa noget specielt for leengden af denne vektor, nemlig

Lad @ og b veere to vektorer i rummet, og lad v veere vinklen mellem
dem. Der geelder da, at

‘a’x F} - |a’|m sin(v) ,

dvs. | @ x E)‘ er arealet af det parallelogram, der udspaendes af @ og b
(se figur A.6).

Beviset for seetningen kan gennemferes vha. en uhyggelig meengde algebra,
sa det udelades her. I stedet folger et eksempel.

Eksempel A.20 Her beregnes arealet af det parallelogram, der udspeendes
af vektorerne

3 —4
a=|(-2 og b=|1
5

-2 1
5 0
-2-0—-1-5 -5
Txb = ‘g _04‘ = 5:(—4)—-0-3 |=[-20
3.1-(-4)-(-2)) |-5
3 -4
-2 1
Leengden af denne vektor er
. -5
‘a’ x b‘ = [|=20| = J(=5)2 + (=20)% + (=5)% = V450 ~ 21,2 .
-5

Arealet af det parallelogram, der udspeendes af de to vektorer er altsa 21,21
(se figur A.7).

Vinklen mellem disse to vektorer blev bestemt i eksempel A.11 til 123,4°.
Arealet af parallelogrammet kan derfor ogsa bestemmes ved at beregne

17| ‘F) sin(123,4°) = /32 + (—2)2 + 52 - J(—4)2 + 12 + 02 - sin(123,4")
= /38 417 -sin(123,4°) = 21,2,

hvilket heldigvis er den samme veerdi som for.
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Huvis to vektorer er parallelle er vinklen mellem dem 0°. Hvis @ og b er
parallelle, vil arealet af det »parallelogram«, de udspeender, derfor veere

@1[b]sin0) = 0.
Af seetning A.19 folger derfor, at
‘E’ x 3| =0,

dvs. @ x b ma vere nulvektoren 6 da det er den eneste vektor, der har
leengde 0. Denne argumentation forer til folgende seetning:

Hvis de to vektorer @ og b er parallelle, sa er

—
— g

axb=0.

Eksempel A.22 De to vektorer

-1 -2
a=|3 og b=|6
2 4

er parallelle. For at se, at dette er korrekt beregnes

3 6

-
I 9 4 3-4—-2-6 0
axp =)%Y = co-cnal= o
-1-6-3-(=2)) o

-1 -2

B

Idetﬁ'x?:?,erﬁ'” b.

Dette kapitel sluttes af med en szetning, der opsummerer de vigtigste reg-
neregler for vektorproduktet:

Lad @, b og ¢ veere vektorer i rummet, og lad ¢ veere et tal. Da geelder

Regnereglen 1 viser, at vektorproduktet ikke er kommutativt, dvs. reekke-
folgen er ikke ligegyldig. Regnereglerne 3 og 4 viser til gengeeld, at den
distributive lov geelder for vektorproduktet. Seetningen kan bevises ved
meget lange udregninger med koordinater, sa her gives kun et delvist bevis
for 1 og 3.
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Bevis
Lad vektorerne @ og b have koordinaterne

a . bl
a =|ay og b =1|by
as b3

— —
— —

Hvis U = d x b og W = b x d, s& geelder der for x-koordinaterne, at

v1 = azbs — asby = bsay; — byas

= —baas + bsaz = —(b2as — bsaz) = —wy .
Vha. tilsvarende beregninger pa de to andre koordinater, kan man vise, at

Uy = —Wy og U3 = —Ws3,

—
—

dvs. U = —w, ogaltsder a x b =—b x a.

For at bevise 3, ser man pa vektorerne

ai by 41
E= al , b = bz og ?: Co
as b3 C3
og seetter
w=adx(b+7), Wu=dxb og T=adx<c.

For x-koordinaterne geelder da, at

wi = ag(bs + ¢3) — as(by + c2) = azbs + azcs — asby, — asc;

(azbs — 0352) + (azcs — 0302) = azbs — asby + ayc3 — asey .

Uy + vy
Ved at sammenligne leddene kan man se at
wy =1Up +0; .
Tilsvarende beregninger for de to andre koordinater giver at
Wo = Uy + U og W3 = U3z + 03,

dvs.

og derfor er

hvilket beviser 3. [ |



Planer

Dette kapitel handler planer i rummet og nogle af deres egenskaber. Afslut-
ningsvist udledes ligningen for en tangentplan til grafen for en funktion af
to variable.

Lad A(x1, y1, z1) og B(x2, y», z2) veere to punkter i rummet. Afstanden
fra A til B er sa

|AB| = (2 — x1)2 + (32 — y1)2 + (22 — 21)2 .

Bevis
Afstanden fra A til B er lig med leengden af vektoren

X2 — X1
AB=|y: =y,
22—z
og ifalge seetning A.2 er
‘A—B‘ = \/(xz—x1)2+(yz—y1)2+(22—21)2 . |

Pa figur B.1 ses et udsnit af en plan i rummet. Der er tale om et udsnit, fordi
en plan straekker sig uendeligt langt i koordinatsystemet (lige som en ret
linje gor det), og det kan man af gode grunde ikke tegne.

Det viser sig, at en plan i rummet kan beskrives vha. en ligning. For at
opstille en sadan ligning har man brug for en normalvektor til planen.

Definition B.2

En normalvektor 7 til en plan er en vektor som er vinkelret pa alle
vektorer der er parallelle med planen.

En normalvektor til en plan er altsa en vektor der star vinkelret pa planen
(se figur B.1). Kender man en normalvektor og et punkt i planen, er det
muligt at opstille en ligning for planen. Antag derfor at normalvektoren
har koordinaterne

n=|b|,

c
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i
y
x

Figur B.1: En plan i rummet og en normal-
vektor til planen..



: y
x

Figur B.2: Normalvektoren 7 star vinkelret
pa vektoren P,P som ligger i planen.

Figur B.3: Planen o og en normalvektor til
planen.
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og det kendte punkt Py har koordinaterne Py(xo, yo, z0). Hvis P(x, y, z) er et
tilfeeldigt punkt i planen, sa star 7 vinkelret pa vektoren PyP (se figur B.2).
Dvs.

a) (x—xo
nePP=0 o blely—y|=0.
c) \z—2z

Ganger man dette skalarprodukt ud, far man ligningen
a(x — x0) +b(y — yo) +c(z —29) =0

som geelder for ethvert punkt P(x, y, z) der ligger i planen. Man har derfor
denne seetning:

a

Hvis planen a har normalvektoren 7 = [b|, og punktet Py(xo, yo, 20)
c

ligger i planen, s& kan planen beskrives ved ligningen

a(x — x0) +b(y — yo) + c(z —29) = 0
der ogsa kan skrives pa formen
ax+by+cz+d=0

hvor d = —axy — byy — cz.

Eksempel B.4 Hvis planen « har normalvektoren

og punktet (1,0, 3) ligger i planen, sa har planen « ligningen
4x-1D+1(y—-0)—2(z—3)=0,

som kan reduceres til
dx+y—2z+2=0.

Planen og normalvektoren kan ses pa figur B.3.

Eksempel B.5 Planen « fra eksempel B.4 har ligningen
a: 4x+y—2z+2=0.
Her undersgges om punktet P(1, 2,4) ligger i planen.

Hvis punktet P ligger i planen, sa skal punktets koordinater passe ind i
planens ligning. Koordinaterne indseettes derfor pa ligningens venstre side,
og man far

4-1+2-2-44+2=4+2-8+2=0.

Da venstre side af ligningen er lig hojre side nar man indseetter punktets
koordinater, sé ligger punktet P(1,2,4) i planen a.
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Har man tre punkter der ikke ligger pa en linje, sa er der preecist én plan
der indeholder alle tre punkter Hvis de tre punkter kaldes A, B og C, sa vil
vektorerne AB, AC og BC veere parallelle med planen. Dvs. man kan danne
en normalvektor til planen ved at beregne f.eks.

ABx AC,
idet denne vektor star vinkelret pa bade AB og AC, som er parallelle med
planen. AB x AC star derfor vinkelret pa planen.
Eksempel B.6 En plan gar gennem punkterne
A(2,5,3),

B(1,7,-4) og C(0,1,8).

For at finde en ligning for planen, kan man starte med at beregne

1-2) (-1 0—2) (-2
AB=|7-5|=|2| og AC=|1-5|=|-4
—4-3) |-7 8-3] |5

En normalvektor til planen er derfor

-1 -2 —18
n=ABxAC=]|2|x|-4|=] 19
-7 5 8

For at opstille en ligning for planen skal man ogsa bruge et punkt i planen.
Her kan ethvert af punkterne A, B eller C bruges. Bruger man punktet A,

far man

—18(x —2)+19(y —5)+8(z—3) =0 <
—18x +19y +8z—-83=0.

Man havde naturligvis fundet den samme ligning, hvis man havde brugt et
af de andre to punkter.

B.1 Vinkel mellem planer

To planer der ikke er parallelle, vil skeere hinanden. Det er muligt at finde
vinklen mellem sadanne planer ved at finde vinklen mellem planernes
normalvektorer (se figur B.5).

Eksempel B.7 Vinklen mellem de to planer o og f, der har ligningerne

a: 2x—y+3z-5=0
B 7x+4y+8=0,

kan findes ved at finde vinklen mellem deres normalvektorer

—

7
na:_l Og nﬂ:4
0

AB x AC

Figur B.4: Planen gennem de tre punkter
A, B og C har AB x AC som normalvektor.

3l

7

l)/ o

Figur B.5: Vinklen mellem to planer er lig
vinklen mellem deres normalvektorer.



Figur B.6: Afstanden fra punktet P til pla-
nen « er lig leengden af vektorprojektionen

QP+.
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Vinklen v mellem disse to vektorer opfylder

Mo T 2:7+(=1)-443-0 10
|Tal|Tp] 224 (12 +32V72+42+02 1465

og vinklen er derfor

cos(v) =

v =cos !

B, TS
(o) =7

I virkeligheden er der to vinkler mellem planerne — en spids og en stump.
De to vinkler er tilsammen 180°.

Eksempel B.8 I eksempel B.7 blev den spidse vinkel mellem planerne «
og f bestemt til 70,6°. Den stumpe vinkel mellem de to planer er derfor

180° — 70,6° = 109,4° .

B.2 Afstanden fra et punkt til en plan

Planer i rummet har mange feellestreek med linjer i planen. En ligning for
en plan minder f.eks. om en ligning for en linje i planen. Det viser sig
at afstanden fra et punkt i rummet til en given plan kan beregnes med
en formel der ligner formlen for afstanden mellem et punkt og en linje i
planen. Der geelder nemlig folgende:

Afstanden fra punktet P(xy, yo, 2o) til planen
a: ax+by+cz+d=0
er givet ved formlen

laxo + byo + czo +d|

distP.0) = e

Bevis
Planen « har ligningen ax + by + cz + d = 0. En normalvektor for planen
er derfor

n=\b
c

En skitse af situationen kan ses pa figur B.6.

Hvis Q(x1, 1, z1) er et tilfeeldigt punkt i planen, s& kan afstanden fra punktet
P til planen « beregnes som leengden af vektoren QP+, dvs. QP’s projektion
p& normalvektoren 7 (se figuren).

Da vektoren Q—ﬁ har koordinaterne

Xo — X1
QP =|yo—y1]| »
20— 21
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kan leengden af vektoren Q—P}; beregnes vha. seetning A.13. Man far

__ . |7-0p
‘QPE’Z —
7]
a X0 — X1
bl+|yo—
C Zo) — 21
B a
b
c

_ la(xo — x1) + b(yo — y1) + (2o — 21))|
va? +b% +c?
_laxo + byy + czo — ax; — byy — czy]

va? + b2 + c?

(B.1)

Men fordi punktet Q(x;, y1,z1) ligger i planen «, passer punktets koordina-
ter ind i planens ligning, dvs.

ax; +by; +cz1+d =0 < d=—ax; —by; —cz; .
Dette indseettes i ligningen (B.1), og man far

laxo + by + czo +d

a Va2 + b2 + ¢2

Da leengden af denne vektor er lig afstanden fra P til a, er setningen
dermed vist. |

P

Eksempel B.10 Her beregnes afstanden fra punktet P(4, -2, 3) til planen
a: 2x+3y—5z+1=0.

Seetning B.9 anvendes, og man far

2-4+3-(-2)-5-3+1] _|-12] 12

J22+32+ (=52 38 N

B.3 Tangentplaner

dist(P, o) = 95 .

Hvis man skal bestemme ligningen til en tangentplan, skal man finde en
metode til at bestemme en normalvektor til en flade der er graf for en
funktion f(x,y) af to variable.

Figur B.7 viser en sadan flade. P4 figuren er der afsat et punkt P(xo, yo, 2o)
pa fladen (hvor zy = f(x0, o)), og der er tegnet vektorer som er parallelle
med snitkurverne i hhv. x- og y-aksens retning. De to vektorer ¥ og v
tangerer saledes fladen, dvs. en normalvektor til fladen i punktet P kan
beregnes som U x U.

Da vektoren u er parallel med snitkurven i x-aksens retning, kan man
finde koordinaterne til % ved at analysere snitkurven som er graf for

Figur B.7: Et punkt P pa en flade og vekto-
rer parallelle med fladen i x- og i y-aksens
retning.



Figur B.8: Snitkurverne i hhv. x- og y-

aksens retning gennem punktet P.

!'y-koordinaten til vektoren er 0 da grafen
er parallel med y-aksen. Bemeerk ogsa at
den lodrette akse er z-aksen.
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AN y

(a) Grafen for g(x) = f(x,y). (b) Grafen for h(y) = f(x,y).

g(x) = f(x,y), altsd den funktion hvor y holdes fast pa y,, punktet P’s
y-koordinat. Figur B.8 viser graferne for de to funktioner

gx) = f(x,y0) og h(y)= f(x,y).

U tangerer grafen for g(x), dvs. den har koordinaterne’

1
u=| 0
g’ (x0)
Men ud fra definitionen pé g ser man at g’(xo) = f(xo, y0), dvs.
1
U= 0

f;(xo, o) '

Idet h’(y) = f;(x0, y) kan man argumentere pa samme méde for at

0
U= 1

LG 0)

Seetter man nu p = f{(xo, %) og q = f;(x0, y0), er

1) (0} (-p
Uxv=|0|x|1{=]|—q] .,
p) \q 1

og dette er en normalvektor for tangentplanen til grafen for f i punktet P.

Ligningen for tangentplanen er derfor
—p(x —x0) —q(y —y0) + 1(z —2) =0
som kan omskrives til
z=px—x0)+q(y =y +z .

Hermed er formlen i seetning 3.4 bevist.
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